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1.1.1 Axiomensystem

1. Die Austrittszeitpunkte aus der (Gesamtheit bzw. aus den Gesamt-
heiten (bei einem Aktivenbestand: aus dem Aktiven-, Invaliden-
und Gesamtbestand) sind innerhalb des Jahres gleichverteilt;

2. Die Verzinsung innerhalb des Jahres erfolgt bankiiblich, d.h.,
linear, die Zinsgutschrift erfolgt also erst zum Ende des Jahres
(Gemischte Verzinsung);

3. Die Zahlungen der Renten erfolgen determiniert zum Beginn bzw.
Ende der Zahlungsabschnitte, zu deren Beginn bzw. Ende ein An-
spruch besteht (Determinierte Filligkeit der Rentenzahlungen).

Bem.: Axiom 2 und 3 werden lediglich in der Pensionsversicherungs-
mathematik angewandt, ansonsten werden meistens Niherungen be-
nutzt. In der Pensionsversicherungsmathematik sind sie jedoch von
entscheidender Bedeutung.
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1.1.1 Aligemeines Modell

Hauptbestand

Ursachen:

1

h € IN

Nebenbestand
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1.1.1 Einfache Ordnung

Gesamtheit der Lebenden

Ursache} der Tod

 ¢,- Wahrscheinlichkeit einer Person
dieser Gesamtheit des Alters x,
innerhalb eines Jahres zu sterben
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1.1.1 Aktivenbestand: Ausscheidewahrscheinlichkeiten

Aktive
Gesamtbestand
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1.1.1 Aktivenbestand: Ubergangswahrscheinlichkeiten

Aktive
Gesamtbestand

Invalide
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1.1.1 Aktivenbestand unter Einschluss des
Witwenbestandes

Aktive

Gesamtbestand

Invalide

Dy

Pz
Pz

aw — ,.aaw alw
Py = p + py
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1.1.1 Ausscheideordnung - Einfache Ordnung

- Kurze Zusammenfassung -

O.E.d.A.:Wahrscheinlichkeit des Ausscheidens hingt vom Alter x
und ev. vom Geburtsjahrgang g ab.

x € R, : kontinuierliche Darstellung
x € Ny: diskontinuierliche Darstellung

Kein Wiedereintritt nach Ausscheiden (keine Zyklen)
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1.1.1 Ausscheideordnung - Einfache Ordnung

Wir betrachten eine Person der Gesamtheit.

Geburtszeitpunkt: t* € R
Geburtsjahrgang: g := [t*] € Z

T: Stetige Zufallsgrofle: Zeitpunkt des Ausscheidens aus der Ge-
samtheit

X: Stetige Zufallsgrofle: Alter bei Ausscheiden aus der Gesamtheit
X =T —-1t*
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1.1.1 Ausscheideordnung - Einfache Ordnung

Einjihrige Ausscheidewahrscheinlichkeiten:
4:(9) ‘= q:=P{X <z+1|X >z}, x€Ny:

Wahrscheinlichkeit eines x-jihrigen des Bestandes mit Geburts-
jahrgang g, bis zum Alter  + 1 auszuscheiden.

Einjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit:
px(g) i=pri=1—¢q, = P{X >z +1|X > z}:

Wahrscheinlichkeit eines x-jihrigen des Bestandes mit Geburts-
jahrgang g, das Alter x + 1 im Bestand zu erreichen
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1.1.1 Ausscheideordnung - Einfache Ordnung

Wahrscheinlichkeit einer Person mit GGeburtsjahrgang g, das Alter x
im Bestand zu erleben:

l.(g) =1l :=P{X >z}, xz€Ry mit lp=P{X >0} =1
Verallgemeinerung (Kontinuierliche Darstellung):
T, s € Ry
s02(9) 1= sqz := P{X < x + s|X > x}:

Wahrscheinlichkeit eines x-jihrigen des Bestandes mit Geburts-
jahrgang g, bis zum Alter x + s auszuscheiden.
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1.1.1 Ausscheideordnung - Einfache Ordnung

Uberlebenswahrscheinlichkeiten:

lacs
spa:(g) ::spaz::]-_SQ:D:P{X>w+S|X>CB}: l+

xr

Wahrscheinlichkeit eines x-jihrigen des Bestandes mit Geburts-
jahrgang g, das Alter x 4+ s im Bestand zu erleben

Gleichverteilung der Austrittszeitpunkte innerhalb eines Jahres léisst
sich wie folgt ausdriicken:

sz = S{qx, Ogsgl

Begriindung:

Sei S: (2, 4) — ([0,1],[0,1] N B), stetig, die restliche Verbleibsdauer
im Jahr des Ausscheidens, also
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1.1.1 Ausscheideordnung - Einfache Ordnung

X = [X] + S

Sei 0 < u<1

Axiom 1 bedeutet: P{S < u|[X]=a}=uVx €N

P{S < u/[X] =} P{[X] = «}

_ Plzr< X <z+u}
- P{lr< X <z+1}

P{X<z+ulX >z} P{X >z}
- P{X<z+1|X >z} P{X >z}
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1.1.1 Ausscheideordnung - Einfache Ordnung

P{X <zxz+ulX >z}
P{X <z+1|X >z}

P{S < u|[X] = 2} =

_ ule
dx
— qu:P{SSUHX]:w}qCL‘? OS’U,Sl,
nach Axiom 1 also:
udr — U(gg
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1.1.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung

Mehrere Ausscheideursachen

Konvention: Nur jeweils eine einzige Ausscheideursache fiithrt zum
Ausscheiden aus der Hauptgesamtheit (Zwillingsfreiheit)

Ubergiinge von der Hauptgesamtheit in die Nebengesamtheit

Weitere Ubergiinge von der Nebengesamtheit moglich; Nebenge-
samtheit wird damit selbst zu einer Hauptgesamtheit

Keine Ubergiinge von einer Nebengesamtheit zuriick zur Haupt-
gesamtheit (keine Zyklen)
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1.1.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung

Modellvorstellung: Bez. einer Person treten h Ereignisse auf; das zu-
erst auftretende Ereignis fiihrt zum Ausscheiden aus der (Gesamtheit

h: Anzahl der Ausscheideursachen

T;: Stet. Zufallsgrofle: Zeitpunkt des Eintritts des Ereignisses 2
X;: Stetige Zufallsgrofle: Alter bei Eintritt des Ereignisses 2
t1=1,...,h

Geburtszeitpunkt der betrachteten Person: t* € R
Geburtsjahrgang der betrachteten Person: g := [t*] € Z

X, =T, —t*
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1.1.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung

Definitionen:

X = mini<;<n(X;): Ausscheidealter
U :=min{t€{1,...,h}: X; = X}: Ausscheideursache
Die Zufallsgrofie U gibt die Ursache des Ausscheidens an. Eintreten

des Ereignisses {U = ¢} bedeutet also, dass das Ausscheiden wegen
der Ursache i erfolgt.

(2)

d;

= P{X<zxz+4+1,U =X > x}
P{IX<z+1,U=1X:1>x,...,Xp > x}

q\(g) :

Wahrscheinlichkeit einer x-jihrigen Person der Hauptgesamtheit mit
Geburtsjahrgang g (x € Ny, g € Z), innerhalb des Intervalls |z, x + 1]
aus der Ursache 7 auszuscheiden.
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1.1.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung

Spezialisierungen:

h =1 (Einfache Ordnung):

a"(g) = qi"
= P{X<zxz+1,U =1|X >z}
— P{X, <x+1X; >z}

Wahrscheinlichkeit einer x-jihrigen Person der Hauptgesamtheit mit
Geburtsjahrgang g (x € Ny, g € Z), innerhalb des Intervalls |z, x + 1]
aus der ersten und einzigen Ursache auszuscheiden.
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1.1.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung

h = 2 (Zusammengesetzte Ordnung, zwei Ursachen):

¢ (g) = q}’

= P{X<z+1,U =1|X > =z}

— P{X; <z+1,X; < Xo|X; >, Xy > x)
P{X; < min(xz+1,X:)|X; >z, X2 > x}

Wahrscheinlichkeit einer x-jdhrigen Person der Hauptgesamtheit mit
Geburtsjahrgang g (x € Ny, g € Z), innerhalb des Intervalls |z, x + 1]
aus der Ursache 1 auszuscheiden.

q?(g9) = ¢

= P{X<zxz+4+1,U =2|X >z}

= P{X2 S $—|—1,X2 < X1|X1 > il?,Xz > il?}
P{X; < min(x+1,X71)|X; >z, Xo > x}

Wahrscheinlichkeit einer x-jihrigen Person der Hauptgesamtheit mit
Geburtsjahrgang g (x € Ny, g € Z), innerhalb des Intervalls |z, x + 1]
aus der Ursache 2 auszuscheiden.
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Geburtsjahrgang g € Z, Alter x € Nyp; Endalter der Aktivengesamt-
heit: z; * < z

1. Aktivenbestand
Ausscheideursachen fiir x < z: Invaliditiat und Tod als Aktiver

h=2, i,(9):=4q"(9g), q*(g):=q?(g)

2. Invalidenbestand
Ausscheideursachen: Tod als Invalider

h=1, q'(g):=4q"(g)

3. Gesamtbestand
Ausscheideursachen: Tod

h=1, q(g) = a(g)
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Xi: Alter bei Eintritt der Invaliditit bei (Geburtsjahrgang g
Xs: Alter bei Eintritt des Todes bei Geburtsjahrgang g

1:(g) = 1, = P{X; < min(x+1, X5)| X1 > x, Xo > x}:

Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters & mit Geburtsjahr-
gang g, innerhalb eines Jahres wegen Invaliditit aus dem Aktivenbe-
stand auszuscheiden (einjihrige Invalidisierungswahrscheinlichkeit)

q’*(g) = q2* = P{X; < min(z + 1, X4)| X5 > =, X2 > z}:

Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x mit Geburtsjahrgang
g, innerhalb eines Jahres als Aktiver zu sterben (einjihrige Aktiven-
sterblichkeit)

Bem.: Beachten Sie die Unsymmetrie in den Definitionen!
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

lo(g) ;=12 :=P{Xgs >z, Xo >z}, xRy, g€

Wahrscheinlichkeit einer Person mit Geburtsjahrgang g, im Al-
ter x aktiv zu sein

Fiir x € Ny gilt:

a

py(g9) : = p;
:=P{X;>x4+1,Xo >4+ 11Xy > x, Xo > x}
= 1—1,(9) — q**(9) :

Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters & mit Geburtsjahrgang
g, im Alter x +1 aktiv zu sein (Bestandsverbleibewahrscheinlichkeit)

Bem.: Treten also Invaliditit und Tod gleichzeitig auf, so gilt per
Definition das Ausscheiden als durch Invaliditit erfolgt.
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Welitere Ausscheidewahrscheinlichkeiten:

¢(g)=q¢ =P{Xo<z+1|X; <z, X2 >z}

Wahrscheinlichkeit eines x-jihrigen Invaliden mit Geburtsjahrgang
g, innerhalb eines Jahres zu sterben (einjihrige Invalidensterbe-
wahrscheinlichkeit)

q(g) == q2:=P{Xo < zxz+1|X; >z, Xy > x}:
Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x mit Geburtsjahrgang

g, innerhalb eines Jahres zu sterben, sei es als Aktiver, sei es als
Invalider
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Die Gesamtsterblichkeit q(g) als Mischverteilung aus ¢%(g) und
q,(9):

q4(g) :=q? := P{X; < x+ 1| X3 > x}:
Wahrscheinlichkeit einer Person des Gesamtbestandes des Alters x

mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres zu sterben (Gesamt-
sterbewahrscheinlichkeit)

Einfache Ordnung ! Die Eigenschaft ,,Invaliditit” tritt dabei nicht
explizit als Merkmal auf !
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

pi(g) =p?=1—¢q = P{X, >x+1|X; > z}:

Wahrscheinlichkeit einer Person des Gesamtbestandes des Alters
x mit Geburtsjahrgang g, im Alter & + 1 zum Gesamtbestand zu
gehoren (Bestandsverbleibewahrscheinlichkeit)

U(g) =19 =P{X, >z} (giltfurxzecRy):

Wahrscheinlichkeit einer Person des Geburtsjahrgangs g, das Alter x
im Gesamtbestand zu erreichen, sei es als Aktiver, sei es als Invalider.
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Zusammenhang zwischen ¢7, g% und qi} eines Geburtsjahrganges (1.
Konsistenzgleichung):

¢ = P{X, <z +1|Xy > x}
= P{Xo<z+1,X;<z|Xo>x}+P{Xo<zx+1,X; > x|Xs > x}
= P{Xo<z+1|X;: <z, X, >x}P{X;: < z|X; > x}
+P{X; <zx+1|X; > x, Xy > x}P{X; > x| X3 > x}

= q' P{X; < z|X2 > z} + q¢° P{X; > z| X2 > z}.

q? : gewichtetes Mittel der Sterbewahrscheinlichkeit der Invaliden q;
und der Sterbewahrscheinlichkeit der Aktiven g2
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Wahrscheinlichkeit einer Person des (Gesamtbestandes des Alters «,
aktiv zu sein (zum Aktivenbestand zu geho6ren):

P{X1 >.’.13,X2 >£I3} :ﬁ

P{X1 > 513|X2 > :13} = 19

Wahrscheinlichkeit einer Person des Gesamtbestandes des Alters
x, invalide zu sein (zum Invalidenbestand zu gehdren):
la

xr

L — 1
19
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

19 9 —1°
qg—lzl’;"anr "”lg zq.

) la
qg — q;; lg (q ;)

Diese Beziehungen gelten exakt pro Geburtsjahrgang !
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Ansatz der RT 2005 G fiir g, eines Geburtsjahrgangs (ﬂber-
gang findet in der Mitte des Jahres, d.h. rechnunsmiflig statt,
da 8(X2 — [Xz]) = %)

q¢ = q* + q¥

al . 7
= 1 1
q, “’ng+%

Es folgt als 1. Konsistenzgleichung:
N .

g — 4 _ T T __ 400 g 7

9=, —gf (4 - @~ ieya )

Die vier Ausscheidewahrscheinlichkeiten g7, q;, q;* und 12, eines
Geburtsjahrgangs miissen dieser Gleichung geniigen.

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
28



1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Gleichverteilung der Austrittszeitpunkte des Aktiven-, Invaliden-
und Gesamtbestands gemifl Axiom 1 des Axiomensystems:

Pro Geburtsjahrgang gilt:

\
aa __ aa
uly = Uly

wdi, =uq, \ g<u<i1
qu:qu

qu — qu

Fiir ,q7 folgt diese Beziehung aus der 1. Konsistenzgleichung.
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Berechnung von 1q,_ 1 in einer einfachen Ordnung fiir einen Geburts-
2 2

jahrgang:
190+ = 17 4Payy p
PrPatr) = Pe = (Poy) = -
2
%paz = 1-— %qaz
%q:nziqw —> %qm+2—1—1pm+%—1—1 1
— <~ 4z
1 2
~ dx
= 14,1 = 2 1 : Zuriickfithrung auf das ganzzahlige Altersgitter!
1 - 5 dx
— 1 _ L 1 — qx
Pety = 57 3%ty T 1
1 - 5 dx
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -

Modell der Richttafeln

h.(g) = hg:

y(g, ) = y(x):

q,(9') = q,"

Wahrscheinlichkeit einer Person mit Geburtsjahrgang
g, bei Tod in der Altersspanne |x,x + 1] verheiratet
zu sein (x € Ny, g € Z).

Mittleres ganzzahliges Alter des Ehegatten bei Tod
des Berechtigten mit Geburtsjahrgang g in der Al-
tersspanne |x,x + 1| (x € Ny, g € Z)

Wahrscheinlichkeit einer y-jdhrigen Witwe/Witwers
mit Geburtsjahrgang ¢’, innerhalb eines Jahres zu
sterben (y € Ny,g € Z) (einjihrige Wit-
wen/Witwersterbewahrscheinlichkeit)
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -

Modell der Richttafeln

Ausscheide- und Ubergangswahrscheinlichkeiten (x € Ny, g € Z)

q°(g) = q°

q:*(g) = q2° :

1:(g) = 1 ¢

p(g) = p* :

Wahrscheinlichkeit einer Person des Bestands b mit
Alter x und Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres
zu sterben, b € {r,1,g,w }

Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters  mit Ge-
burtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres als Aktiver zu
sterben

Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x mit Ge-
burtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres invalide zu
werden

Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters & mit Ge-
burtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres invalide zu
werden und das Ende des Jahres als Invalider zu erle-
ben (Gemifl RT-Annahmen: 2,(g) %p’w+%(g))
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

q®(g) = q** : Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x mit Ge-
burtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres invalide zu wer-
den und noch im gleichen Jahr - als Invalider - zu ster-
ben (Gemifl RT-Annahmen: i,(g) %q;+%(g))

q2(g) = q% : Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x mit
Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres zu ster-
ben (¢¢ = ¢ + ¢*; gem#B RT-Annahmen: ¢**(g) +

i2(9) 14;,,1(9))

aa

Es gilt: g, = q;" + q;”: pro Geburtsjahrgang

a __ aa at a __ a aa __ aa

— WY =uqg¥, 0<u<1

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
33



1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Tod:

p2*(g) = p2 : Wahrscheinlichkeit einer Person des Bestands b mit
Alter x und Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jah-
res unter Hinterlassung eines Ehegatten mit Ge-
burtsjahrgang g’ zu sterben, der das Ende des Jahres
mit Alter y(g,x) + 1 erreicht, b € {r,i,g }

Gemall RT-Annahmen:

bw — b w /

g =d(g,z)=g9g+x—y(g,xz) €Z
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

pi¥(g) = p2* : Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters = mit
Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres als Ak-
tiver unter Hinterlassung eines Ehegatten mit Ge-
burtsjahrgang g’ zu sterben, der das Ende des Jahres
mit Alter y(g,x) + 1 erreicht

Gemall RT-Annahmen:

aaw —_ aa w /
P (9) = 4;*(9) ha(g) 1Py v 1(9)

g =49, z) =g+ —y(g,x)
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

p¥®(g) = p®® : Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters x mit
Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres inva-
lide zu werden und noch im gleichen Jahr un-
ter Hinterlassung eines Ehegatten mit (Geburtsjahr-
gang g’ zu sterben, der das Ende des Jahres mit
Alter y(g,x) + 1 erreicht (Gem#ifl RT-Annahmen:

at w / r / _ .
;'(9) ha(9) 1Py ) 1(9), 9 = g'(gx) = g+
y(g,x) )

pi¥(g) = p2¥ : Wahrscheinlichkeit eines Aktiven des Alters = mit
Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres unter
Hinterlassung eines Ehegatten mit Geburtsjahrgang

g’ zu sterben, der das Ende des Jahres mit Al-
ter y(g,x) + 1 erreicht (Gemifl RT-Annahmen:

qg(g) h.(g) %pzj(g,w)_l_%(g,), g = g(g,x) = g+ x —
y(g,x) )
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Fiir die Wahrscheinlichkeiten eines Geburtsjahrgangs gilt:
pgw — p;aw + pgiw

2. Konsistenzgleichung:

¢ 9 — 12 .
- £ X x

qw

Py

Beweis analog zur 1. Konsistenzgleichung; folgt bei RT-Annahmen
unmittelbar aus der 1. Konsistenzgleichung.
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Berechnung von p»*(g) = p®* fiir ein festes g € Z:

lapg” = I pl" — (1 —15) py"

— 9 _ g __Ja w
> q, gemaﬁ 1. Konsistenzgleichung

aw __  _a w
= P = G he Py

i pgzw — pg pga'w

= ag'heypl 1, dag=aqit+ gy

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
38



1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Die Beziehung qui = qui , * € Ny, 0 < u <1, fiir die Wahrschein-
lichkeiten eines (Geburtsjahrgangs zeigt:

In der Gesamtheit der Aktiven, die innerhalb eines Jahres invalide
werden und noch im gleichen Jahr sterben, ist neben dem Zeitpunkt
des Ausscheidens durch Invaliditat auch der Zeitpunkt des anschlie-
lenden Todes gleichverteilt. D.h.:

Fiir eine Person aus der Gesamtheit der Aktiven des Geburtsjahr-
gangs g und des Altersintervalls [z, + 1], die innerhalb dieses Al-
tersabschnitts invalide wird und noch im gleichen Jahr stirbt, sei

Z1: Zeitpunkt des Eintritts der Invaliditidt innerhalb des Jahres;
Zs: Zeitpunkt des Eintritts des Todes innerhalb des Jahres.

Dann sind nach Voraussetzung beide Zufallsgroflen gleichverteilt.
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

Zudem gilt:
Zl S Z2 ’

d.h., in der betrachteten Gesamtheit liegt der Zeitpunkt des Eintritts
der Invaliditat nicht nach dem Zeitpunkt des Eintritts des Todes.

Lemma: Seien X und Y reellwertige Zufallsgrofien mit identischer
Verteilung und sei weiter X <Y f.s. Dann gilt: X =Y f{s..

Anwendung:

X = Z; ,,Zeitpunkt des Eintritts der Invaliditat*
Y = Z, ,,Zeitpunkt des Eintritts des Todes*

Z1, 45 identisch verteilt
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1.2.1 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Modell der Richttafeln

—
Zl = 22 f.s.

d.h., f.s. fillt der Zeitpunkt des Eintritts der Invaliditit mit dem
Zeitpunkt des Eintritts des Todes zusammen. Der Doppeliibergang
. Aktiver — Invalider — Tod* findet also f.s. in einem und demselben
Augenblick statt.

Die in den Richttafeln zur Berechnung von Ubergangswahschein-
lichkeiten zuséitzlich getroffene Annahme, dass die Invaliditidt rech-
nungsméiflig, d.h. in der Mitte des Jahres eintritt, bedeutet, dass
auch der Doppeliibergang ,,Tod nach Invaliditit“ rechnungsméiflig,
d.h. in der Mitte des Jahres eintritt.

Analoge Aussagen gelten fiir (Gesamtheiten mit drei oder mehr Aus-
scheideursachen.
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1.2.2 Axiomensystem des erweiterten Modells

1. Die Austrittszeitpunkte aus dem Bestand der Internen Anwirter,
Externen Anwirter, Aktiven und Invaliden sowie aus dem Ge-
samtbestand sind innerhalb des Jahres gleichverteilt;

2. Die Verzinsung innerhalb des Jahres erfolgt bankiiblich, d.h.,
linear, die Zinsgutschrift erfolgt also erst zum Ende des Jahres
(Gemischte Verzinsung);

3. Die Zahlungen der Renten erfolgen determiniert zum Beginn bzw.
Ende der Zahlungsabschnitte, zu deren Beginn bzw. Ende ein An-
spruch besteht (Determinierte Filligkeit der Rentenzahlungen).
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1.2.2 Erw. Modell: Auscheidewahrscheinlichkeiten

Aktive Interne Anwérter
Externe Anwarter
Gesamt '
/
aa ‘W
dx |
aa
7 — | ~ Uz
q aa
g qCIZ‘ 2
dx N7
Y
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1.2.2 Erw. Modell: Uberginge vom internen

Anwarter

Aktive

’ Interne Anwarter

/ > /
% Externe Anwéirt

Invalide

Gesamt

dx ~aa

~astVv Vv =ai D

qCC qx Y

'
~Ja
Az

B = 3+ T+ T+
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1.2.2 Erw. Modell: Ubrige Uberginge

Aktive

Interne Anwarter

Gesamt

"’ _ : g
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1.2.2 Erw. Modell: Uberginge int. Anw zum
Witwenbestand

Aktive Interne Anwérter

Gesamt

o '
~aW ~astw \ [asw ~aaW

’ N \} v
Witwen

ﬁgw — ﬁ%aw ‘l‘ ﬁgsw _|_ ﬁ%iw + ﬁ%siw

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
46



1.2.2 Erw. Modell: Uberginge zum Witwenbestand

Aktive Interne Anwarter

Gesamt /
‘ .

‘ Invalide g
L1

/]
\

~a,S1W Haaw aaw

aiw P Pz Py

Y, aaW

87 v \7

C‘Lpz-w/v \ 2 Py x pgw \
w  arw . ~aSW X

Pz p, P Witwen D,
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

Der Bestand der internen Anwéirter besitzt 3 vorzeitige Ausscheide-
ursachen (h = 3):

- Fluktuation
- Invaliditat

- Tod als interner Anwéarter

Seien im Rahmen des allgemeinen Modells definiert:
X7 : Alter bei Eintritt der Fluktuation
Xs: Alter bei Eintritt der Invaliditat

X3 : Alter bei Eintritt des Todes
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

Gleichzeitiger Eintritt der Ereignisse Ausscheiden durch:
Fluktuation, Invaliditiat und Tod Fluktuation
Fluktuation und Invaliditait Fluktuation
Fluktuation und Tod Fluktuation
Invaliditat und Tod Invaliditat
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

h = 3 (Zusammengesetzte Ordnung, drei Ursachen):

a\"(9) = ¢!
= P{X<zxz+1,U =1|X >z}
= P{Xl S xr + ]_,Xl S Xz,Xl S X3|X1 > .’L‘,XQ > .’L‘,Xg > CE‘}
= P{Xl S mzn(w —+ 1,X2,X3)|X1 > x, X2 > x, Xg > CIJ}
4V (9) = ¢
= P{X<zxz+4+1,U =2|X >z}
= P{X2 S $—|— 1,X2 < Xl,XQ S X3|X1 > CIZ,XQ > CIZ,Xg > CIZ}
4V (9) = a5

= P{X<z+4+1,U =3|X > x}
= P{X3<{2+4+1,X3< X1, X3 < Xp|X; >2, X >z, X3 >}
P{Xg < mzn(a:—l— 1,X1,X2)|X1 > €I, X2 > €I, X3 > CE}
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

Ausscheidewahrscheinlichkeiten aus dem Bestand der internen
Anwirter bei Geburtsjahrgang g (x € Ny, g € Z):

i:(g) = q'?)(g) : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwiirters des
Alters x mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines
Jahres durch Invaliditit auszuscheiden;

G**(g) := q'¥(g) : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwérters des
Alters x mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines
Jahres durch Tod auszuscheiden;

sz(g) := qV(g) : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwérters des

Alters x mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines
Jahres wegen Fluktuation auszuscheiden.

Bem.: In praxi ist meist s, oder s,,, statt s, zu verwenden, mit
s: Eintrittsalter bzw.m: Dauer seit Eintritt; dies ist fiir die Darstel-
lung der Theorie unerheblich. I.a. besteht dagegen keine Abhingig-
keit vom Geburtsjahrgang: s,(g) = s, Vg
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

p2°(g) = p2° : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwérters des Al-
ters * mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jah-
res durch Fluktuation auszuscheiden und das Ende des
Jahres als externer Anwirter zu erleben (Geméifl RT-

Annahmen: p3°(g) = s2(g) 1p],1(9))

li+1 7
Bem.: lpg 1p® ;= 72 g—l—l = p¢
2 2" T+35 lw 1 x
pa
= 1Pi+1 — wa
2 %pw

1_7:a:_q;3m

— y aa

2
1_ix_qga

1 — %(Zm _l_ qga)
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

4d%°(g) = q*° : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwérters des Al-
ters * mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres
durch Fluktuation auszuscheiden und noch im gleichen
Jahr als externer Anwirter zu sterben (Gemifl RT-

Annahmen: cjgs(g) = s:(9) %qgi%(g))

. aa __ aa a aa a __ 1/s aa
Bem.: Aus q2* = 1q;" + 1Py 14,1 und 1p, =1— 3 (te + 43

2

DN =

folgt  ¢" — 193" = q3° — 3q%" = 2q = 1P, CIH%,
somit
lqaa
,q%, = 277
2 twty

1
]___,La3 aa
2( + ¢5%)
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

p¥(g) = p* : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwirters des Al-
ters & mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres
durch Invaliditidt auszuscheiden und das Ende des Jah-
res als Invalider zu erleben (Gemifi RT-Annahmen:

Py (9) = i2(9) 1P} 1(9))

cjgi(g) = cjgi : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwirters des Al-
ters * mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jah-
res durch Invaliditit auszuscheiden und noch im glei-
chen Jahr - als Invalider - zu sterben (Gemifi RT-

Annahmen: (jg’i(g) = ’;m(g) %q;Jr%(g))
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

p(g) = p** : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwirters des Al-
ters * mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres
durch Fluktuation auszuscheiden, im gleichen Jahr -
als externer Anwirter - invalide zu werden und das
Ende des Jahres als Invalider zu erleben

Gemall RT-Annahmen:

Py (9) = 52(9) 13,4 1(9) 1P’ 1(9)

2 2
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

G>**(g) = ¢*** : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwérters des Al-
ters * mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jah-
res durch Fluktuation auszuscheiden und im glei-
chen Jahr sowohl noch invalide zu werden als auch
- als Invalider - zu sterben (Gemif3 RT-Annahmen:

G;"(9) = s2(9) 18,4 1(9) 14,,1(9) )

dg(g) =q; : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwéarters des Al-
ters * mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres
zu sterben

Es gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten eines Geburtsjahrgangs:

P{X;<zx+1|X; >z, X >z, X35> x}
q";a _I_ q"gs _|_ qu,z —I_ qA;LS’L

~a
q;

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
56



1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

pi(g) = p2* : Wahrscheinlichkeit eines x-jdhrigen internen
Anwéarters mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines
Jahres als interner Anwirter unter Hinterlassung
eines Ehegatten mit Geburtsjahrgang g’ zu ster-
ben, der das Ende des Jahres mit Alter y(g,x) + 1

erreicht
Gemall RT-Annahmen:
~aaw — Aaa w /
Py (9) = 4;"(9) ha(9) 10y 1, 1(9)

g =4g(g,x) =g+ —y(g,x)
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

P (g) = p2°” : Wahrscheinlichkeit eines z-jdhrigen internen
Anwéarters mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines
Jahres durch Fluktuation auszuscheiden und noch
im gleichen Jahr als externer Anwirter unter Hin-
terlassung eines Ehegatten mit Geburtsjahrgang
g’ zu sterben, der das Ende des Jahres mit Alter
y(g, ) + 1 erreicht

Gemiafl RT-Annahmen:
Sasw — Aas w /
P> (9) = 4;°(9) ha(g) 1Py ). 1(9)

g =4g(g,z) =g+ —y(g,x)
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

prw(g) = p** : Wahrscheinlichkeit eines z-jihrigen internen
Anwarters mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines
Jahres durch Invaliditidt auszuscheiden und noch im
gleichen Jahr als Invalide unter Hinterlassung eines
Ehegatten mit Geburtsjahrgang ¢’ zu sterben, der
das Ende des Jahres mit Alter y(g,x) + 1 erreicht

Gemall RT-Annahmen:
~Q 1w Y ¥ ) w /
Py (9) = 4;'(9) ha(g) 1oy, ) 1(9")

g =4g(g,x) =g+ —y(g,x)
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

prs(g) = p*** : Wahrscheinlichkeit eines -jihrigen internen
Anwéarters mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines
Jahres durch Fluktuation auszuscheiden und im
gleichen Jahr sowohl noch invalide zu werden als
auch - als Invalider - unter Hinterlassung eines
Ehegatten mit Geburtsjahrgang g’ zu sterben, der
das Ende des Jahres mit Alter y(g, ) + 1 erreicht

Gemall RT-Annahmen:
~Qq STW __ Aast w /
P> (9) = 4;7(9) ha(9) 1D 1(9")

g =4g(g,z) =g+ —y(g,x)
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

pi¥(g) = p2¥ : Wahrscheinlichkeit  eines  z-jdhrigen  internen
Anwirters mit Geburtsjahrgang g, innerhalb ei-
nes Jahres unter Hinterlassung eines Ehegatten mit
Geburtsjahrgang g’ zu sterben, der das Ende des
Jahres mit Alter y(g,x) + 1 erreicht

Gemafl RT-Annahmen:

Aaw - A w /
5 (9) = 4;(9) ha(9) 1Py, 1(9)
g =49 x)=9g+—y(g,x)

Es gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten eines Geburtsjahrgangs:

AqQW __ AaaWw ~qSW AQTW AQSTW
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

Uberlegung: Wg. P(A|B) = P(A) = P(A|B) = P(A) f. bel. Er-
eignisse A, B folgt aus

q2*(g) = P{X;3; < min(z + 1, X5)| X2 > z, X3 > x}

= P{X3 <min(x+ 1, X5)|X; <z, X3 > x, X3 > x}
—
P{X3 < mzn(w + 1,X2)|X1 > x, X2 > x, X3 > iB}

= P{X;3 <min(x+1,X3)| X2 > x, X35 > x}

= q;"(9)
(g € Z)
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

q2*(g) = q2* : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwérters des Al-
ters * mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres
als Aktiver zu sterben

0t = a g

~as aa

" = 8o 4y
~aa __ aa ~as
q:n T qw T qa:
lqaa
aa aa aa 21x
= q, — Sz 1q 1 =4q, — Sz 1.
270 1— E(zw + qga)

~aa — g%@ — %Sw(g)
q,"(9) = 4;"(9) (1 1 — 5(iz(9) +q;"“(9))>
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1.2.2 Ausscheideordnung - Zusammengesetzte Ordnung -
Erweitertes Modell

Analog:

t:(g) = i, : Wahrscheinlichkeit eines internen Anwirters des Alters
x mit Geburtsjahrgang g, innerhalb eines Jahres invalide
zu werden

1y = 1z + Sz %zm_|_%
1 o
- : : Slx
3 T3 1 aa

—

o - 552(9)
i2(g) = iz(9) (1 1 —3(ia(9) + qga(g»)
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1.3.1 Der Erfiillungsbetrag einer Verpflichtung

- Kurze Zusammenfassung -

T := (t,,n € IN,) mit t, € IR, : t, < t,,1Vn : Folge von Zeitpunkten
S := (Sp,n € IN,) : Folge von Zahlbetrigen zu den Zeitpunkten t,
(T, S): Zahlungsstrom

r = 1+ 2 : Aufzinsungsfaktor

S
|

- : Diskontierungsfaktor

1+ 1
S, : Zahlbetrag zum Zeitpunkt ¢, (S, € IR)

v'nS,, : Wert des Zahlbetrags S,, zum Zeitpunkt 0 (Stichtag)
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1.3.1 Der Erfiillungsbetrag einer Verpflichtung

b= Z v'"S,, : Finanzmath. Barwert des Zahlungsstroms (T, S) zum
n Stichtag

(£2, A, P)
U : Zufallsgrofle ,,Ungewisse Verpflichtung*
B : Zufallsgrofie ,,Erfiillungsbetrag einer Verpflichtung*

Eine ungewisse Verpflichtung U ist extensional definiert durch die
Menge ihrer Realisierungen

U, 1= (T, M), m =1,2,...,

der Menge aller moglichen Zahlungsstrome, die zur Erfiillung der
Verpflichtung fithren, und durch ihre Verteilung Py gemill Py (u,,) :=
P{U = u,}, m=1,2,....
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1.3.1 Der Erfiillungsbetrag einer Verpflichtung

Der Erfiillungsbetrag B einer ungewissen Verpflichtung ist extensio-
nal definiert durch die Menge seiner Realisierungen

n

(m)
b, := vat” S™M m=1,2,...,
n
der finanzmathematischen Barwerte der ungewissen Verpflichtung

(T, 8(™), m = 1,2,...), und durch seine Verteilung Pp gemif
Pg(b,,) := P{B =0b,}, m=1,2,...

Bewertungsprinzipien zur Bildung einer Riickstellung

”Prinzip des vorsichtigen Kaufmanns”

Riickstellung R gemiafl P{B > R} < a f. geeignet gewihltes
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1.3.1 Der Erfiillungsbetrag einer Verpflichtung

” Erwartungswertprinzip”

Riickstellung R =b:=&EB

Berechnung der Riickstellung einer ungewissen Verpflichtung:

1. Bestimmung der Zahlungsstréme (T, §(™), m = 1,2,... der un-
gewissen Verpflichtung (Realisierungen dieser Zufallsgrisfie)

(m)
2. Berechnung der Realisierungen b,, = vatk S,im), m = 1,2,...
k>0
des Erfiillungsbetrags B der ungewissen Verpflichtung

3. Berechnung der Verteilung Pp des Erfiillungsbetrags geméf}
Pg(b,,) := P{B=b0bb,}, m=1,2,...

4. Berechnung der Riickstellung nach einem geeigneten Bewertungs-
prinzip
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1.3.1 Erwartungswert und Varianz des Erfiillungsbetrags
einer Verpflichtung

Erwartungswert:
b:=EB =) byPp(bm) =) bmP{B=>by}
2. Moment von B:
E(B*) = ) b2 Pg(bm)

Varianz gem. Verschiebungssatz:

var(B) = &(B?*) — (€B)?
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1.3.1.1 Beispiel: Lebensldngliche Todesfallversicherung

Szenario: Zahlung eines Betrags 1 nach m 4+ 1 Jahren (m € Ny) an
einen jetzt x-jahrigen
T = Ny

St™  gem. S{™

1 fiirn =m + 1,
0 sonst

(T(™), §(m)

Mogliche Szenarien:

No Vm

= 1firn=1

= 0 sonst (Tod im 1. Jahr)
SW = 1 fiir n = 2

= 0 sonst (Tod im 2. Jahr, d.h. nach 1 vollendeten Jahr)
= 1firn=m-+1

0 sonst, m = 0,1,... (Tod nach m vollendeten Jahren)

wn 3
S 3
.l

N4
3
|

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
70



1.3.1.1 Beispiel: Lebensldngliche Todesfallversicherung

(7™, (M) = (N, 8™), m =0,1,...

Uy, =
b, = Zv”Sﬁm) =", m=0,1,...

n>0
N : Anzahl der vollendeten Jahre bis zum Tod
B — N+

Pg(b,,) = P{B = v™"'}
— P{,UN—I—l — ,Um—l—l}
= P{N =m}

mPx Qx+m

m>0
= Z v P{N = m}
m>0
— Z o™t mPz Qz+m
m>0
= A, = A;(v) in iiblicher versicherungsmath. Schreibweise

EB
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1.3.1.1 Beispiel: Lebensldngliche Todesfallversicherung

var(B) = £(B?) — (EB)* (Verschiebungssatz)

E(B*) = ) b2 Pp(by)

m>0

= > (@)™ P{N =m}

m>0

— Z (02)m+1 mPx Qx+m
m>0

= A, (v?)

var(B) = var(v¥ ™)

= A. (%) — A%(v)
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

Verpflichtung: Zahlung einer m vollendete Jahre laufenden jihrlich
vorschiissig zahlbaren Rente an einen jetzt x-jihrigen
bei Tod nach m vollendenten Jahren

Mogliche Szenarien:

3
3
I

NO Vm
SO — 1 fiirn = 0,
= 0 sonst (Tod im 1. Jahr)

S = 1 fiir n = 0,1,

= 0 sonst (Tod im 2. Jahr, d.h. nach 1 vollendeten Jahr)
S,,(,Lm) = 1flirn=0,1,...,m,

= 0 sonst, m = 0,1,... (Tod nach m vollendeten Jahren)
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

Uy = (T™, M) = (N, §™)

b,, = Zv"SﬁLm)

n>0
m

=) v
n=0

p— am
N : Anzahl der vollendeten Jahre bis zum Tod

B = a3

PB(bm) P{B — m——{—l[}

= Planyy = am+1}
= P{N = m}

mPx Qz+m
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

EB

> bm Pp(bp)

m>0

= ZamP{sz}

m>0

— Z Am+1 mPx Qx+m
m>0
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

Exkurs: Darstellung diskreter Zufallsgrof3en

Q,ACQ

Indikatorfunktion:
14: 92 — {0,1} gemif

O

(Q,A,P),A € A= £1, = P(A)
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

Kanonische Darstellung der Zufallsgrofie B mit den Realisierun-
gen b,,, m =0,1,...

B = ) bm Lp-b,

m>0

= EB = Z bm 8(1{B=bm})
m>0
m>0
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

Alternative Darstellung von B:

B = anii
N
= > "
n=0
= D V" L{Nzn

n>0
—
EB = ) v"P{N >n}
n>0
— Z v" nPzx
n>0

— a, in gewohnter Darstellung
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

Berechnung der Varianz von B:

N
B = va"
n=0
1 — Nt
1 —w
1 ,UN—I—l
~d d
1
var(B) = ﬁfva'r(vNH)

= L [AL(?) — A2(0)
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1.3.1.2 Beispiel: Lebenslingliche jahrlich vorschiissig
zahlbare Rente

1
Bem.: B = - (1 — N1

Es folgt der inseressante Zusammenhang:

1 1
EB=a,=-(1-&ENtH=2-(1-A,
a; = = (1— &™) = — (1 - A,)
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1.3.1.3 Beispiel: Anwartschaft eines Aktiven auf eine
lebenslanglich Ifd. Invalidenrente

Aktivenbestand

M := [X;] — = : Anzahl der vollendeten Jahre bis zum
Eintritt der Invaliditat

N := [X3] —  : Anzahl der vollendeten Jahre bis zum Tod

Zur Erinnerung:
a€R,[a]l :=c€Z :c<a,c+1>a (GauB-Klammer).

Erfiillungsbetrag einer Anwartschaft eines Aktiven auf eine le-
benslinglich 1fd. Invalidenrente:

B = v lay—n 1ivsn
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1.3.1.3 Beispiel: Anwartschaft eines Aktiven auf eine
lebenslanglich Ifd. Invalidenrente

Seien b,,,, m,n > 0 die Realisierungen von B:

b, = vmﬂam, f.n>m
=0 f n<m
—
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1.3.1.3 Beispiel: Anwartschaft eines Aktiven auf eine
lebenslanglich Ifd. Invalidenrente

EB =) Y bmn P{B=bm}

m>0 n>0
= S: S: v ap— P{M = m, N = n}
m>0 n>m
EB* = > ) b, P{B=bu}
m>0 n>0
= Sj Sj (™ ap=y)? P{M = m, N = n}
m>0 n>m

var(B) = £(B?) — (EB)? (Verschiebungssatz)
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1.3.1.3 Beispiel: Anwartschaft eines Aktiven auf eine
lebenslanglich Ifd. Invalidenrente

Der Erwartungswert £€B ldsst sich berechnen und fiihrt zu dem
Ergebnis:

z—x—1

EB = al = E han kPy Dyor 4. pq Mit z : Pensionsalter
k=0

(Fiir Interessierte: vgl. Aufgabe 1 Spezialwissen PensVM 2006)
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1.3.1.4 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (individuelle Methode)

M: Restliche vollendete Lebensjahre eines x-jahrigen Mannes
N: Restliche vollendete Lebensjahre der y-jihrigen Ehefrau

(M, N unabhingig: in der Praxis iibliche, jedoch keine notwendige
Voraussetzung!)

Erfiillungsbetrag einer Anwartschaft auf eine lebenslinglich 1fd.
Witwenrente nach der individuellen Methode:

B = vMYay—31 1in>ay

—
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1.3.1.4 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (individuelle Methode)

EB= > by P{M =m,N =n}

m,n>0

mit b,,,, m,n > 0: Realisierungen von B geméf}

m-—+

v 1amf.n>m
0 £ n<m

bmn
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1.3.1.4 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (individuelle Methode)

Es folgt:
EB =Y Y v agm P{M =m,N =n}
m>0 n>m
n—1
= Z Z p™ T an—m)| P{M = m, N :n}
n>0 m=0

Wir definieren:

qiv" : einjdhrige Sterbewahrscheinlichkeit eines ax-jihrigen Mannes

—
P{M =m} = P{M < m +1|M > m}P{M > m} = .p)'q},,,

mit
M __ +m __ M __ M
mP, — alem — H pw_|_1 - H (1 — qm—|—j)
T 7=0 7=0
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1.3.1.4 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (individuelle Methode)

q?‘jvz einjihrige Sterbewahrscheinlichkeit einer y-jahrigen Frau

—

Y
mit
lW n—1 n—1
W __ yin __ w W
nPy = Tw T H Pyy; = H(l_qu)
] j=0 =0
—
EB = ) Y v"™Mag— P{N = n}P{M = m}, da M, Nunabhéngig
m>0n>m
=) o™ (Z an—mP{N = n}> P{M =n}
m>0 n>m

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
88



1.3.1.4 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (individuelle Methode)

n—m-—1
Z an—mP{N =n} = S: S: v*P{N =n}
n>m n>m k=0

=) v* ) P{N=n}

k>0 n>m-+k-+1

7

P{N > m +k+ 1} =piip1 pZV —m+1 pg‘jvkpg‘x—m—l—l

— w k w
= mi1Py YV kP
k>0

w W
= m+1Py Ayt

EB

E : m-+1 M M w W
v mpPy qm—l—m m+1py ay—l—m—i—l
m>0

= a% od. a’¥ od. ag‘g (Vgl. Aufg. 1 GW PenVM 2005)

ry ry
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1.3.1.4 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (individuelle Methode)

Auf {N > M} gilt:

B = ,UM—I—laN_M — ,UM—I—l E ’Uk

N
> v
k=M+1
N M
— Z ’Uk . Z ,Uk:
k=0 k=0
= am — am
Da auf {N < M} B = 0 gilt, lasst sich B darstellen gemif

B = aN—H, — min(am, am
= AN+1] — Amin(M,N)+1]
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1.3.1.4 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (individuelle Methode)

Nun gilt:
min(N,M)
amin(M,N)—Fl[ — Z "
k=0
= Z V* Limin(M.N) >k
s k>0

gamin(M,N)—i—l[ = Z’Uk P{min(M,N) > k}
k20 P{M > k} P{N >k}

k
— E U kPzx kPy
k>0

= a,, : Barwert einer Leibrente fiir ein Paar bis
—> zum 1. Todesfall (Verbundrente)

EB

5am — gamin(M,N)+1
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1.3.1.5 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (kollektive Methode)

M : Restliche vollendete Lebensjahre eines x-jihrigen Mannes

H : Q — {0,1} eine Zufallsgréfle mit der Bedeutung

H = 1, falls der Mann bei seinem Tod verheiratet ist, also eine
Witwe hinterlasst,

H = 0 sonst.
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1.3.1.5 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (kollektive Methode)

NN : Restliche vollendete Lebensjahre der - zu Beginn des Jahres
des Todes des Mannes - y(x + M)-jihrigen Witwe,

Erfiillungsbetrag einer Anwartschaft auf eine lebenslinglich
1fd. Witwenrente nach der kollektiven Methode:

B = ’UM+1 Ham
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1.3.1.5 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (kollektive Methode)

1
EB=Y > Y bpuP{M=m,H=kN=n}

m>0 n>0 k=0

mit bk, m,n > 0,k = 0, 1: Realisierungen von B geméif}

bk = V" lamf. m>0n>1,k=1
0O sonst
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1.3.1.5 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (kollektive Methode)

Es folgt:

EB =Y ) v""apP{M=m,H=1,N =n}
m>0 n>1

Wir definieren:

qi” : einjihrige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jihrigen Mannes
q?‘jv : einjihrige Sterbewahrscheinlichkeit einer y-jihrigen Frau
aZV : Barwert einer lebenslinglich lfd. jahrlich vorschiisig zahlbaren

Witwenrente vom Jahresbetrag 1
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1.3.1.5 Beispiel: Anwartschaft auf eine lebensldanglich Ifd.
Witwenrente (kollektive Methode)

Dieser Erwartungswert lisst sich berechnen mit dem Ergebnis

. +1 M %% 1%
EB = E v :L'—I—m h:p—i—m %py(m—l—m)—l—% ay($+m)+1
m>0
— qw rw 2w
= a, oder a, oder a,

(Fiir Interessierte: vgl. Aufgabe 1 Spezialwissen PensVM 2005)
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1.3.1.6 Barwerte

Allgemeiner Ansatz:

Allgemeine Darstellung des Barwerts einer Verpflichtung ge-
geniiber einer Person bei einer zusammengesetzten Ordnung von
h Ausscheideursachen:

xT: Versicherungstechnisches Alter zum Beginn der Verpflichtung

1 L(®): Erwartungswert der Leistungen, die durch Erreichen des Alters
x + k in der Hauptgesamtheit verursacht werden, diskontiert
auf den Beginn dieses Jahres (k = 0,1,...).

«L®: Erwartungswert der Leistungen, die durch das Ausscheiden im
Jahr |x 4+ k,x 4+ k 4+ 1] aus der Ursache ? verursacht werden,

soweit sie nicht durch k:Lg;O) erfaflt sind, diskontiert auf den
Beginn dieses Jahres (k =0, 1, ...).
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1.3.1.6 Barwerte

Beispiel: Einfache Ordnung, lebenslingliche Todesfallversicherung
der Summe 1, zahlbar zum Ende des Jahres des Todes:

WL = 0VE
WL =vVEk

Zahlbar zum Zeitpunkt des Todes:

(a) Strenge Ableitung aus Axiom 1:
o
0

(b) Ubliche Niherung:

fL) = 02V k
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1.3.1.6 Barwerte

Beispiel: Aktivengesamtheit mit fester Altersgrenze z, Zusage
auf Alters-, Invaliden- und Ehegattenrente, lebenslinglich jahrlich
vorschiissig zahlbar:

YL = 0 fiir K < n (mit n = z — x)

= Rp(a, +wal’) fuir k=n

Ry: Jahresrentenanspruch bei Eintritt des Versorgungsfalles nach
k Dienstjahren.

a_: Barwert eines z-jdhrigen Altersrentners auf eine lebensléanglich
jahrlich vorschiissig zahlbare Altersrente vom Jahresbetrag 1

w: Hohe der Witwenrente als Bruchteil der Berechtigtenrente

a_: Barwert der Anwartschaft eines z-jihrigen Altersrentners auf

eine lebenslinglich jahrlich vorschiissig zahlbare Witwenrente vom
Jahresbetrag 1 (kollektive Methode)
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1.3.1.6 Barwerte

1 . .
kL:(cl) = Ry v2 (a;+k+% + wagﬁrkj%) fiir £k < n,
=0flirk=mn
ai+1: Barwert einer im Mittel in der Mitte des Jahres |z, x + 1]
T2

beginnenden lebenslanglich jihrlich vorschiissig zahlbaren In-
validenrente vom Jahresbetrag 1 zum Alter x + %

.: Barwert der Anwartschaft eines Invalidenrentners des Alters
a:—l—% auf eine lebenslinglich jiahrlich vorschiissig zahlbare Wit-
wenrente vom Jahresbetrag 1 (kollektive Methode) zum Alter

1
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1.3.1.6 Barwerte

1

kL;(n2) = w Rk; V2 hw_|_k a,lyv(m—l—k)—l—% fljr k < n,
=0firk=n
h,: Wahrscheinlichkeit einer Person, bei Tod in der Altersspanne

|z, x + 1] verheiratet zu sein

y(x): Alter der Witwe am Beginn des Todesjahres des Mannes bei
Tod des Mannes in der Altersspanne |z, x + 1]

: Barwert einer lebenslanglich jihrlich vorschiissig zahlbaren
Witwenrente an eine Witwe mit dem Alter y(x) + % vom
Jahresbetrag 1

a
y(z)+3
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1.3.1.6 Barwerte

Allgemeiner Ansatz (Fortsetzung):

h
wLz = kLY + Z kL;")qiﬂk, k=0,1,...

=1

kL Erwartungswert der gesamten Leistung, die durch Erreichen
des Altersintervalls |x 4+ k,x + k + 1] ausgelést werden kann,
diskontiert auf den Beginn dieses Jahres

Spezialisiert auf das Beispiel Aktivengesamtheit:

A

kLe = g1k kLS) -+ qgikz kLgcz) fiir k <n

nL:(L,O) fiir kK = n.
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1.3.1.6 Barwerte

Spezialisiert auf das Beispiel Todesfallversicherung:

1
Z L(Z) qa;—|—k =V Qgtky k=0,1,...

Zahlbar zum Zeitpunkt des Todes:

(a) Strenge Ableitung aus Axiom 1:

. )
kLwZEQw—l—ka k=0,1,...

(b) Ubliche Niherung:

a 1
kLy = v2 Qui, kK =0,1,...
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1.3.1.6 Barwerte

Allgemeiner Ansatz (Fortsetzung):

Barwert der Gesamtverpflichtung zum Alter x:

0B, = kakpw k:-i-/:c
k>0
P .
T
kPx — — H DPz+j
[ .
7=0
h
P = 1 — qu)
1=1

Verallgemeinert auf Alter > x: Leistungsbarwert zum Alter o+ m:

k A
mBgy = E UV kPz+m m—l—kLwa m =0,1,...
k>0
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1.3.1.6 Exkurs: Kommutationszahlen

Falls kj—/a: = -Ea:—l—k:

Daz—l—k:

D, :=v*l, — vkkpm: D,

. A D:
Dl :=D,L, = v*psiLly=v"ps Lok = 15"

xr

B, = k E—iE:DL —N—f mit NL°—§:DL
0Px — U kPz kK w—D -tk — D r T xt+k
k>0 T k>0 x k>0

NL
§ : k r k r _ T+m
mBa: — VU kPr+m m—I—kLw — Z UV kPr+m La:—i—m—i—k — D
k>0 k>0 T+m
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1.3.1.6 Barwerte

Spezialisiert auf das Beispiel Todesfallversicherung:

Zahlbar zum Ende des Jahres des Todes:

k > k+1
0Bs = E UV Pz kle = § uas kPx Qx+k
k>0 k>0

Zahlbar zum Zeitpunkt des Todes:
(a) Strenge Ableitung aus Axiom 1:

R 0
k k+1
OB:B — E UV kDx kLw — § - + kDx Qx+k
k>0 k>0

(b) Ubliche Niherung;:

k 2 k+1
0Bz = E V kP k Loy = § Vi T2 kDx Qx+k
k>0 k>0
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1.3.1.6 Barwerte

Spezialisiert auf das Beispiel Aktivengesamtheit:

n

k a 7T aiA aw

oB: = g v pp, kL, = a, " + wa,
k=0

a

Dy

1—1,—q"

agiA : Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf

eine lebenslinglich jahrlich vorschiissig zahlbare Alters- und Inva-
lidenrente vom Jahresbetrag 1.

aj” : Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x
auf eine lebenslinglich jihrlich vorschiissig zahlbare Witwen-
rente vom Jahresbetrag 1 (gleichgiiltig ob bei Tod als Aktiver,

Invalidenrentner oder Altersrentner)
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1.3.1.6 Barwerte

n—m
" .
mBat — § UV kPx+m k—i—mLx

k=0
_ ,atA aw es _ L
= a, ./, +twa,  fir m=0,1,...,n —1,

0

= LY
= a_+wa,” fiirm=mn
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1.3.1.7 Barwerte bei unterjahrlicher Zahlungsweise

Vorbemerkung gemischte Verzinsung

(a) Abzinsung auf den Beginn eines Jahres: lineare Verzinsung
Aus dem Anfangskapital Ky bildet sich durch Verzinsung nach
der Zeit 7 : 0 < 7 < 1 das Kapital K, (¢ Jahreszins):

K. = Ky1+ 73)
Diskontierungsfaktor v(7) auf den Beginn des Jahres:
1
1+ 72

(b) Abzinsung auf £t = 0 von einem bel. Zeitpunkt ¢ = 7 innerhalb
eines Jahres.

v(T) =

2.1 Abzinsung innerhalb des letzten Jahres von t = 7 auf t = [7]
(lineare Verzinsung):
1
v(T — |T]) =
S )L
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1.3.1.7 Barwerte bei unterjahrlicher Zahlungsweise

2.2 Abzinsung von t = [7] auf t =0 (Zinseszins):

v([1]) = o™l mit v = (jahrlicher Diskontierungsfaktor)

1
141

2.3 Abzinsung von t = 7 auf t = 0 (gemischte Verzinsung):

[7]
v
v(T) =
() 1+ (r— [1])e
Spezialfall: 7 = [r] (Abzinsung von Beginn = Ende eines

Jahres auf t = 0):

v(T) =07

Also: Abzinsung auf t = 0 mit v(¢) statt mit v*, t € R
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1.3.1.7 Barwerte bei unterjahrlicher Zahlungsweise

Barwert einer lebenslinglich laufenden, jihrlich in ¢t Raten
vom Betrag 1/t jeweils zum Beginn des Ratenzeitraums (also
vorschiissig) zahlbaren Rente

!
alt) = %kgov(%)%pw = a, — kY (Beh!)

k® ist unabhingig von x unter den Voraussetzungen:

1. Gleichverteilung der Ausscheidezeitpunkte iiber das Jahr;
2. Zinsgutschrift am Ende des Jahres (gemischte Verzinsung);
3. Determinierte Filligkeit der Renten.
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1.3.1.7 Barwerte bei unterjahrlicher Zahlungsweise

Unter diesen Annahmen erhilt man fiir k®:

Aus dem allgemeinen Ansatz fiir den Barwert ergibt sich:
Barwert einer lebenslinglich %-Vorschijssig zahlbaren Rente vom
Jahresbetrag 1:

al) = 3 v*ip, L:Ectj)tk
k>0

Lz(ctJ)rk: Barwert der Rentenzahlungen des Alters | + k,x + k + 1]
zum Beginn des Jahres

| 1 =1 APk
t) __ . L t
Lo =3 2 vQapen = 5 20 gy = 1oK@ vee
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1.3.1.7 Barwerte bei unterjahrlicher Zahlungsweise

Es folgt:
a:g:t) — Z vkkprzgctj—k — Z vkkpw (1 — k(t) (1 — va+k))

k>0 k>0

= > v*ipe — kD | v ipe — ) 0peirvipa
k>0 | k>0 k>0 ]

— Z 'Ukk:pw — k(t) Z 'Ukkpa: — Z 'Ukkpw
k>0 | k>0 k>1 ]

— kakpm — k(t) = a, — k(t)
k>0

Bem.: k® unabhingig von z :

kO — a4 — a®
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1.3.1.7 Barwerte bei unterjahrlicher Zahlungsweise

Die Bedeutung von k®

Die Grofie k® zur Beriicksichtigung unterjihrlicher Zahlungen hat
im Modell des Axiomensystems der Pensionsversicherungsmathe-
matik eine ganz unmittelbare Bedeutung: Wird bei 1/t-vorschiissi-
ger Zahlunsweise durch Eintritt eines zufilligen Ereignisses mit
Gleichverteilung des Ereigniszeitpunktes innerhalb eines Jahres
z.B. durch Eintritt der Invaliditit eine laufende Rente der Ho6he
1/t pro Zahlungsabschnitt ausgeltst, die bis zum Ende des Jah-
res lduft, dann stellt k®) den Erwartungswert der innerhalb dieses
Jahres gezahlten und auf das Ende des Jahres aufgezinsten Ren-
tenraten dar. Das gilt also unter der Voraussetzung, dass die Zu-
fallsgrofle ,,Zeitpunkt des Eintritts des auslosenden Ereignisses*
innerhalb des Jahres gleichverteilt ist, und die Rentenraten bis
zum Ende des Jahres laufen.
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1.3.1.7 Barwerte bei unterjahrlicher Zahlungsweise

Das ist nun gewihrleistet, wenn die Rentenraten durch Ausschei-
den aus einem Bestand, dem der Berechtigte zum Beginn des Jah-
res angehort hat, ausgelost werden, und im gleichen Jahr kein
weiterer Ubergang erfolgt (Einfachiibergang). Das ist aber auch
bei Mehrfachiibergingen durch das f.s. Zusammenfallen der Uber-
gangszeitpunkte bei Mehrfachiibergingen auf einen Zeitpunkt
gewihrleistet. Denn zum einen ist der auslosende Zeitpunkt als
Zeitpunkt des letzten Ubergangs im Jahr gleichverteilt, und zum
andern liauft die so ausgeloste Rente bis zum Ende des Jahres,
weil kein weiterer Ubergang erfolgt. Damit betrigt der Erwar-
tungswert der innerhalb des Rentenbeginnjahres gezahlten und auf
das Ende des Jahres aufgezinsten Rentenraten in allen Féillen, sei
die Rentenzahlung durch Einfachiiberginge, sei sie durch Mehr-
fachiiberginge ausgeldst, einheitlich k), wovon auch die RT im-
plizit ausgehen (vgl. insbesondere die Formel fiir (t)agiw).
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1.3.1.8 Barwerte auf Basis der Aktivenausscheideordnung
(Aktivenbestand)

Aktiver

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
116



1.3.1.8 Barwerte auf Basis der Aktivenausscheideordnung
(Gesamtbestand)

ggw _ gqw _ W
ay = ap = g
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1.3.1.8 Barwerte auf Basis der Aktivenausscheideordnung

Vorbemerkung: Die folgenden Barwerte sind fiir Rentenanspriiche
von jiahrlich 1 normiert.

Fiir einen beliebigen Rentenvektor erhilt man wie folgt den
Barwert:

Ry, k = 0,1,...,n (beliebiger Rentenvektor)

> VF LDy L,.; : Barwert fiir Rentenanspriiche von jihrlich 1
k>0

> v* . Ry L., : Barwert fiir beliebigen Rentenvektor
k>0
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert des Anspruchs eines Rentners vom Jahresbetrag 1, le-
benslanglich vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

(t)a; — Z ’Uk kp; (t)L;+k — az; - k(t) ’ £ Z <
k>0
Oy = 1—k®O1 —wp"), T >z

Analog: (Dad, ®at (t)a;"

Bem.: Bei Anwendung einer (Generationensterbetafel erhalten wir
War(g) = >  o* wl(g) WL (90 = al(g) — kY,
k>0

also pro Geburtsjahrgang die oben angegebene Formel.
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert des Anspruchs eines Aktiven des Alters x auf eine iiber
die Aktivenzeit laufende Rente vom Jahresbetrag 1, vorschiissig
zahlbar in ¢ Raten p.a. (Aktivenrentenbarwert):

k=0
Ofa _ 1 — k®(1 — vp?) fiir < =z
r 0 fiir =z
p, = 1—1, — q)"°
n = z — & mit z = SchluBalter fiir Aktive

Analog fiir andere abgekiirzte Renten z.B.: (!)a9 ,

7, Oai  (Oav

x,m’ Y, T
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf ei-
ne lebenslinglich laufende Invalidenrente vom Jahresbetrag 1,
vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

n
(t) ,at k a (t)rai _ at
a,Z = g vt okp, L. = ag, r < z
k=0
1 .
. = t oo
(Opai  _ 1, V2 ()a;+% fir <z
v 0 flir ==z
(t) i _ z i i
aw+% - v %pw+% A1
— .
(t)rai _ ; 7 ) — 4 T ol s
L —va%per%anrl—Zm 1 iaagJrl fir <z
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Invarianzsatz: Auf der Basis des Axiomensystems hingen An-
wartschaftsbarwerte von Renten mit gleichbleibender Rentenhéhe
nicht von der Zahlungsweise ab, wenn sowohl der Zeitpunkt des
die Rente auslosenden Ereignisses als auch der Zeitpunkt des die
Rente beendigenden Ereignisses innerhalb eines Jahres gleichver-
teilt sind.

kE®: Wert der im Jahr des Rentenbeginns filligen Rentenraten
zum Ende des Jahres.
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine le-
benslinglich laufende Altersrente vom Jahresbetrag 1, vorschiissig
zahlbar in t Raten p.a. (wenn also die Altersgrenze als Aktiver er-
reicht wird):

(t)agA = Z ’Uk kpg (t)Lgﬁk = " np; (t)327 £ S <
k=0
0 fir <=2
(t) yaA —
L, { (t)ag fiir =z

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine
lebenslinglich laufende Alters- und Invalidenrente vom Jahresbe-
trag 1, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

(1) aaiA — (@ aa,A i (1) aai
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Rentners des Alters x auf ei-
ne lebenslinglich laufende Ehegattenrente vom Jahresbetrag 1,
vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Kollektivimmethode:
Dar = 3 Wt UL, = Y, z>z
k>0
¢ _ 1«
()L;w = q, h, v? ()a;”(w)+% , x>z
(t) qw _ 1 w w
Ay TV APy fyn

Analog: Ma9w, (t)giw
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Generationentafel: Barwert der Anwartschaft eines Rentners des
Alters * mit Geburtsjahrgang g auf eine lebenslianglich laufende
Witwenrente vom Jahresbetrag 1, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten
p.a. nach der Kollektivimmethode:

Wa'(g) = ) " wpile) VL)
k>0
r l; k(g) pt r
ph(g) = l;f( ) 1 7.9
1
VL9) = di(9) halg) v2 Vaj (9 + @ —ylg,w)
) 2
1 w w
Wal! 1(g) = v 1p),1(9) a),(d), 9 =g+z—ylg2)
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Rentners des Alters x und seines
Ehegatten des Alters y auf eine lebenslinglich laufende Ehegatten-
rente vom Jahresbetrag 1, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Individualmethode:
(t) ,rw E : k r g (t) rrw _ rw
amy — U kP, kpy Lw+k,y—|—k — amy
k>0
Wgrw _  _r g .3 () w
Loy = 4 by v 4,41
(t) qw _ 1 w w
a = V2 a
yt+i Pyl Gyt

Analog: (t)ag,";, (t)ai‘;’
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Generationentafel: Barwert der Anwartschaft eines Rentners des Al-
ters x mit Geburtsjahrgang g und seines Ehegatten des Alters y mit
Geburtsjahrgang g’ auf eine lebenslinglich laufende Ehegattenrente
vom Jahresbetrag 1, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Individualmethode:
Waw(g.g) = ) o wi(9) wpi(g") VLY, k(9,9 = ay (9,9
k>0
1
YL (9,9) = d(9) 1pj(g) v Vay (g
1 w w
Ya +1(9) = v’ %py+%(g/) ay+1(g')

Fazit: problemlos!
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaftt eines Aktiven des Alters x auf eine le-
benslinglich laufende Ehegattenrente vom Jahresbetrag 1 bei Tod
als Aktiver, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Kollektivmethode:
(t)vaa'w Z pg (t)Lgilg — éga'w ’ r <z
_ q%® h, v Oav fiir =z <z
(t) Leow = T T y(z)+3
0 fir =z
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x und seines Ehe-
gatten des Alters y auf eine lebenslinglich laufende Ehegattenrente
vom Jahresbetrag 1 bei Tod als Aktiver, vorschiissig zahlbar in ¢
Raten p.a.:

Individualmethode:
Ve = 3 okt VI, = 0. e<
aa | g 43 (1) quw fir = < z
(t)Eaaw — q, pr y_|_%
v 0 fir ==z

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
129



1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine le-
benslinglich laufende Ehegattenrente vom Jahresbetrag 1 bei Tod
nach Erreichen der Altersgrenze als Aktiver, vorschiissig zahlbar in
t Raten p.a. (Kollektivmethode):

n

(t) aAw Z a (t)L;ﬁZ} — " np:c; (t)a;“w — agAfw’ . S >
0 fir <z
(1) yaAw _
L, { (8) grw fiir =z ==z
(t)Lgaw — (t)Lgaw + (t)LgAw, (t)agaw — (t)éga'w + (t)a;Aw
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x und seines Ehe-
gatten des Alters y auf eine lebenslinglich laufende Ehegattenrente
vom Jahresbetrag 1 bei Tod nach Erreichen der Altersgrenze als Ak-
tiver, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Individualmethode:
n
Oat = Y ot g VL,
k=0
= v np; npg (t)aZfZ+n — aggwa r <z
() padw _ 0 fiir <z
Ty (t)a’;‘; n fiir o = 2
(¢) ngw — @) ngw 4+ @) nglw, (t)aggw — (t)égzw + (t)agfw
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaftt eines Aktiven des Alters x auf eine le-
benslinglich laufende Ehegattenrente vom Jahresbetrag 1 bei Tod
als Invalider, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Kollektivimethode:

n

(t) aiw Z pg (t)Lgﬂa T S ~
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Der Barwert (t)Lg’ﬁ: kann in zwei Terme unterteilt werden:

1. Der Aktive scheidet innerhalb des Intervalls | + k, © 4+ k + 1]
wegen Invaliditit aus der Aktivengesamtheit aus und iiberlebt
im Invalidenbestand bis zum Ende des Intervalls:

ai ,, (t)otw __ ai w  __ 1 tw
pa: v aw—l—l - pm vam—l—l — Vg %pw+% aw—l—l
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

2. Der Aktive scheidet innerhalb des Intervalls | + k, * + k + 1]
wegen Invaliditidt aus der Aktivengesamtheit und stirbt in der
verbeibenden Zeit bis zum Ende des Intervalls als Invalider unter
Hinterlassung einer Witwe, die das Ende des Jahres erlebt:

vpe™ (KW + Way,) ) = vpg™ay,)

Aus den Annahmen der RT folgt, wie gezeigt:

w

atw __ at

. at __ ; 7
mit q,° = 1, 1q. 1
2
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Zusammenfassung:

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine le-
benslanglich laufende Witwenrente vom Jahresbetrag 1 bei Tod als
Invalider, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Kollektivimethode:
n
(t)agzw _ Z ’Uk kp; (t)L;'f;{: _ agzw, r < z
k=0
% (1) tw f <
(t) paiw  _ 1y U a iir = < z
x ‘s
0 fir ==z
() otw — 1 i Tw i w w
ry TV [ Por1 &t T34 Re 1Py ay(w)ﬂ}
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Summendarstellung

Barwert der Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine le-
benslinglich laufende Witwenrente vom Jahresbetrag 1 bei Tod als
Invalider, vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

Individualmethode:
(t) aiw E : g (t) 7 atw _ aitw
. ip 1p? vz Daiv fiir = < 2
(t) paiw  — T 2y T+3,9+3
£ .o
Y 0 fir =z
(t)az"w — ’U% { Dt Y 2'W .da’ | pW aW
T+5,Y+5 Pril Pyl Fetiytn T 3ol Pyl Yy
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1.3.1.8 Barwerte der RT - Kommutationswerte

Kommutationswerte:

D — [T
D = ['v*
D9 = [9v*
DT — " p®
DY = [Yv®

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
137



1.3.2 Erw. Modell: Barwerte von internen Anwartern

Allgemein:
n—m
mBz = Z vk kPx+m m—l—k:L:(ct)
k=0
m = 0,1,...,n
n==z-—=«

- ~aa
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1.3.2 Barwerte auf Basis der des erweiterten Modells (1)

Int. Anwarter Ext. Anwarter

éazA

(e}
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1.3.2 Barwerte auf Basis der des erweiterten Modells (2)

Ext. Anwarter

Int. Anwarter

Aasaw
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1.3.2 Erweitertes Modell: %)j;giA

Anwartschaft eines internen Anwarters auf eine %-zahlbare Invaliden-
und Altersrente der Hohe 1:

Aktive

Externe Anwarter

Interne Anwarter

Gesamt

( Witwen )

1

m—l—m—l—l) fir z+m <z

’ (t)a: fﬁI‘ X —|— m = =z
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1.3.2 Erweitertes Modell: \%) [.29w

Anwartschaft eines internen Anwarters auf auf eine %-zahlbare Wit-

wenrente der H6he 1 nach Tod als interner Anwarter bzw. nach Er-
reichen der Altersgrenze:

Aktive

Externe Anwarter

Interne Anwarter

Gesamt

\ 4
T Whwe =

w

v qgim P ym %pzu(w+m)+%(k(t) T (t)ay(w+m)+1) fir x+m <z

(t)i—/aaw —
m (t)a’z“'“’ fir x4+ m =z
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1.3.2 Erweitertes Modell: %)ﬁgiw

Anwartschaft eines internen Anwarters auf auf eine %-zahlbare Wit-
wenrente der Hohe 1 nach Invalidentod:

Bem.: Die folgenden fqi)i}m gelten fir m < n := z — x; fiir m = n gilt
einheitlich: WL’ = 0.
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1.3.2 Erweitertes Modell: ffb)f;giw

Aktive Interne Anwirter
Gesamt Externe Anwarter

Invalide

aa:—l—m—|—1

(t) T atw __ g i

- i w t t) W
T Vlatm %qw—l—m—l-% P tm %p’y(w—l—m)—i-% (k( ) ™ ( )ay(-’ﬂ+m)‘|‘1)
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1.3.2 Erweitertes Modell: \;) [,asi4

Anwartschaft eines internen Anwérters auf eine %-zahlbare Invaliden-
und Altersrente der H6he 1 nach vorherigem Ausscheiden mit unver-
fallbarer Anwartschaft:
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1.3.2 Erweitertes Modell: \;) [,asi4

Interne Anwarter

Externe Anwarter ’,

— Witwen =

T+m %p513—|—m—|—l r+m-+1

(1) j—lasiA —

+ VSzim 1zcc—|—m—|—l 1pm+m+ L (B® + (t)am+m+1)
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1.3.2 Erweitertes Modell: %)f;gsaw

Die Anwartschaft eines internen Anwéirters auf eine %-zahlbare Wit-
wenrente der Hohe 1 nach Aktiventod bzw. nach Erreichen der Al-
tersgrenze nach vorherigem Ausscheiden mit unverfallbarer Anwart-

schaft:
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1.3.2 Erweitertes Modell: %)f;gsaw

Aktive Interne Anwérter

Gesamt Externe Anwarter

— Witwen I

(t aaw
am—l—m—l—l

(t) Tasaw __ a

aa w t t) W
T VSeim %qa:—l—m+% P ym %py(w—i—m)-i-% (k( ) + ( )ay($+m)+1)
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1.3.2 Erweitertes Modell: %) [.asiw

Die Anwartschaft eines internen Anwéirters auf eine %-zahlbare Wit-
wenrente der Hohe 1 nach Invalidentod nach vorherigem Ausscheiden
mit unverfallbarer Anwartschaft:
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1.3.2 Erweitertes Modell: %) [.asiw

Interne Anwérter
Externe Anwarter /

a (t arw
U Sz4+m lpx—l—m—l—% At m+1

T U Satm 10yl 1pw—|—m—i—2 Ap+m+1

(1) j—/asi'w

i t t) W
T U Sgim 1za:—|—m—|— q —|—m—|—% hw"'m %p;U(w+m)+% (k( ) + ( )ay(a:—l—m)—l-l)
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1.3.2 Erweitertes Modell: ,, 1.\"

Erwartungswert der Leistungen des Wirtschaftsjahrs, diskontiert auf

den Beginn des Jahres, bei einer %-zahlbaren Jahesrente der H6he 1:

~atA

mL(t) — (t)L + (t)j—/aaw 1 (t)j;aiw
+ (t)LaszA_|_ (t)l"-/asa'w 4+ (t)iasiw

Allgemeiner:

A

mL(t) — RaiA (t)j;aiA 4 Reaw (t)iaaw + Raiw (t)j;aiw

i Rasz'A (t)j—/asiA L Rosow (t)l";asaw i Rasiw (t)iasiw

Bem.: Bei feinerer Zergliederung der Rentenleistungen miissen die
Sf)L;B angepasst werden.

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
151




1.3.2 Standardbarwerte von internen Anwartern

1. Barwert der Anwartschaft eines internen Anwirters auf eine 1-

{
zahlbare Invaliden- und Altersrente der Hohe 1:

() yaiA _ Z,U ~q () LazA

~aa

pmzl_zw_q Sz

2. Barwert der Anwartschaft eines internen Anwarters auf eine %-

zahlbare Witwenrente der Hohe 1 nach Tod als interner Anwéarter
bzw. nach Erreichen der Altersgrenze:

(t) Aaaw Z v Aa ( )Laaw
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1.3.2 Standardbarwerte von internen Anwartern

3. Barwert der Anwartschaft eines internen Anwarters auf eine %-

zahlbare Witwenrente der H6he 1 nach Invalidentod:

(t) Aaiw Z v Aa (t)Lazw

4. Barwert der Anwartschaft eines internen Anwirters auf eine %-

zahlbare Invaliden- und Altersrente der Hohe 1 nach vorherigem Aus-
scheiden mit unverfallbarer Anwartschaft:

(t) AaszA Z vF 1P Aa ( )LaszA
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1.3.2 Standardbarwerte von internen Anwartern

5. Barwert der Anwartschaft eines internen Anwarters auf eine %-

zahlbare Witwenrente der Hohe 1 nach Aktiventod bzw. nach Er-
reichen der Altersgrenze nach vorherigem Ausscheiden mit unver-
fallbarer Anwartschaft:

(t) sasaw Z v* 1.p° (t)Lasaw

6. Barwert der Anwartschaft eines internen Anwéirters auf eine %-
zahlbare Witwenrente der Hohe 1 nach Invalidentod nach vorherigem

Ausscheiden mit unverfallbarer Anwartschaft:

(t) Aastw Z v a (t)Lasz'w
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1.3.3 Pramien - Allgemeine Darstellung

xPy: Erwartungswert der Primienleistungen des Jahres |k, k + 1], die
durch Erreichen des Alters x + k in der Hauptgesamtheit verursacht
werden, diskontiert auf den Beginn des Jahres (kK = 0,1,...).

Pramienbarwert zum Alter x:

Pramienbarwert zum Alter x + m:

P k >
mb — Z U kPz+m k—l—mPaza m =0,1,...
k>0
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1.3.3 Pramien - Allgemeine Darstellung

Individuelles Aquivalenzprinzip: zum Beginn der Verpflichtung, zum
Beginn des Versicherungsvertrags stimmen pro Berechtigten Barwert
der zukiinftigen Leistungen und Barwert der zukiinftigen Primien
iiberein:

0B, = OBf
Z’Uk kDx (kfza; — kpa:) = 0
k>0

A

vL, — P, in der Regel # 0
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1.3.3 Pramien - Allgemeine Darstellung

Spezialfall Einmalpramie:

OPZL‘ > 0
Bei individueller Aquivalenz:

oy = OB:L. = oB: = E V" kPx kLly
k>0
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1.3.3 Pramien - Allgemeine Darstellung

Laufende Pramien mit maximaler Laufzeit von n Jahren und jahrlich
gleichbleibender H6he bei jahrlich vorschiissiger Zahlungsweise:

p P, fir m=0,1,...,n—1

meE 0 fiir m >n

n—1
OBf — kakpwpw = P, ayn

k=0
X o p 082
Aquivalenzprinzip: (B, = B, = P, azm = P, =

Azrmn

P k
mb — E V' kPx+m Pa:
k=0

= P, azimap=—m fir m=0,1,...,n—1
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1.3.3 Pramien - Allgemeine Darstellung

Aktivengesamtheit mit zwei Ausscheideursachen und jahrlich gleich-
bleibender, jihrlich vorschiissiger Pramie iiber die Zeit als Aktiver:

n = z —x
n—1
P k
oB, = PCEE v¥ p, = P, a;
k=0
a __ aa .
Aquivalenzprinzip:
OBw
a(ﬂ
n—m—1
P __ E : k a _ a
mb T Pw v kpw—|—m T Pw aw—|—rn
k=0
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1.3.3 Pramien - Aktivenausscheideordnung

Jahrlich gleichbleibende, jihrlich vorschiissige Pramie bis zum Ein-
tritt des Versorgungsfalles, langstens also bis zum Pensionierungsal-
ter z

Jahrliche Pramie fiir die Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf
eine Altersrente vom Jahresbetrag 1, vorschiissig zahlbar in t Raten

p.a.:

(t) pad (t)agA

a
aa:
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1.3.3 Pramien - Aktivenausscheideordnung

Jahrlich gleichbleibende jahrlich vorschiissig zahlbare Pramie fiir die
Anwartschaft eines Aktiven des Alters x auf eine lebenslinglich lau-
fende Invalidenrente vom Jahresbetrag 1, vorschiissig zahlbar in t
Raten p.a.:

(t) agi

(1) Pa’i —

a
Analog:

(1) Pac:LiA, (t)P;;Law, (t)P;}Aw, (t)Pac;zaw’ (1) P;,Liw, (1) P;:Lw
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1.3.3 Pramien - einfache Ordnung (Gesamtbestand)

Jahrlich gleichbleibende jidhrlich vorschiissig zahlbare Pramie fiir die
Anwartschaft einer Person des Gesamtbestandes des Alters ¢ < =z
auf eine lebenslinglich laufende Altersrente vom Jahresbetrag 1,
vorschiissig zahlbar in ¢ Raten p.a.:

A
poa _ &
v ag T
Analog:

() pogw () pgAw () pge
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1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

B, : Barwert gemifl Leistungsanspruch des Berechtigten x zum
Stichtag

V., : Deckungsriickstellung des Berechtigten & zum Stichtag

Individuelle Pramie:

Ba:_va:

a
a:z:

P, =

2P

G, : Mafigebende Bemessungsgrundlage des Berechtigten x zum
Stichtag
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1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

1. Verfahren (Durchschnittspréimie)

P, : Pramie nach dem 1. Verfahren

P,

D Pa: =2 P
Spezialfille:

1. Fall: G, = P, Vx
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1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

2. Fall: G, = 1V«x

n : Anzahl der Berechtigten zum Stichtag — ) G, =n

> P 4
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1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

2. Verfahren (Kollektives Aquivalenzprinzip)
Individuelles Aquivalenzprinzip: P, a,=B,—V,
Kollektives Aquivalenzprinzip: Y. Prat=B -V
B =) B,

V=>)V,

Pramien ISw mit > 15:1: ai = B — V erfiillen das kollektive Aquivalenz—
prinzip

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
166



1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

Ay, > az, fir ©; < T
AP, >0, AP,, so, dass ) P, a’ unverindert

AP, ay, + AP, a,, =0

Ay
AP, = —AP, 5
A

> P
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1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

SPat=p>Ga =BV
Spezialfille:

1. Fall: G, = P, Vx
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1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

P, = pG, = p =: P (Technische Durchschnittsprimie)

. _ By—Va
SSP=nZ V_nZ(Zag )

5 _ N B Ve
Y P= P =) =5
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1.3.3 Pramien - Kollektive Verfahren

Technische Durchschnittsprimie: P —

Durchschnittsprimie: P = 1 > P,

P<P
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung

Zusammengesetzte Ordnung mit h Ausscheideursachen

Einjihrige Ausscheidewahrscheinlichkeiten:
gV, i=1,...,h

Einjihrige Bestandsverbleibewahrscheinlichkeit:

h .

=1

Abhingige Ausscheidewahrscheinlichkeiten
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung - Prospektive
Reserve

Forderung an die prospektive Reserve ,,VF":

Nach m Jahren (vor Einzahlung der Priamie des (m + 1)-ten Jahres!)
soll in jedem Jahr die Differenz zwischen Barwert der zukiinftigen
Leistungen und Barwert der zukiinftigen Pramien durch die Reserve
gedeckt sein.

mVPe = B, — »BY, m=0,1,...
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung - Prospektive
Reserve

Leistungsbarwert zum Alter x + m

& A
mBz = Z U kPz+m m+kL:137 m =0,1,...
k>0

Pramienbarwert zum Alter x + m:

P k »
mb — Z U kPzx+m k—i—mP:m m =20,1,...
k>0

Prospektive Reserve zum Alter x + m:

k A A
k>0
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung - Prospektive
Reserve

Interpretation fiir m = 0:

_ P
VP = oB, — oB,

o VP stellt den Betrag dar, der zum Beginn des Vertrags vorhanden
sein muf}, um die zukiinftigen Leistungen unter Beriicksichtigung der
zukiinftigen Pramien rechnungsméiflig leisten zu kénnen.

Individuelles Aquivalenzprinzip: (B, = 0B§

VP = B, — (BF = 0
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung - Prospektive

Reserve
Speziallfall Einmalpriamie
013;,; > 0 fir m=20
= 0 fiir m>20
mepTO — ka kDz+m m—l—k-i;a; = mb fiirm >0
k>0

oVP® = (B, — oP, bzw. (VP + (B, = B,

Ind. Aquivalenzprinzip: oVP°= 0 = Of’w = oB.,
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung - retrospektive
Reserve

m V€% Rechnungsmifliges Saldo von Einnahmen und Ausgaben
nach m Jahren bei Anfangskapital K.

Der Barwert dieses Saldos stellt sich zum Beginn auf

m—1
B = K + ) v*ups (P — rLa),
k=0

der Barwert der retrospektiven Reserve zum Beginn auf

_ m retro
B _ ,U mpm me °
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung - retrospektive

Reserve
Gleichsetzung fiihrt zu:
m—1
v mPx meretro = K ‘I‘ Z 'Uk kPx (kPa: - kL:I:)
k=0
rm m—1 . .
mvwret’ro = — | K + Z'Uk kPx (k:Pw — k:L:n) , m=20,1,..., mpw#o

Fiir m = 0 folgt:

oVIetre = K : eingesetztes (tatsichliches) Anfangskapital
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung

Prospektive Reserve =

ist der Betrag, der zum jeweiligen Stichtag (also auch zum Stichtag
0!) vorhanden sein miifite, wenn der Versicherungsvertrag - im Mit-
tel - erfiillbar sein soll, der Betrag also, der bei ,,rechnungsméifligem
Ablauf” des Vertrags genau ausreicht, um unter Beriicksichtigung
der zukiinftigen Pramien die zukiinftigen Leistungen zu erbringen
(rechnungsmifliges Soll).

Retrospektive Reserve =

der Betrag, der unter Beriicksichtigung des eingesetzten Anfangs-
kapitals rechnungsméflig zum betrachteten Stichtag bei gegebenen
Leistungs- und Pramienfestsetzungen vorhanden ist, also der Betrag,
der rechnungsmiflig nach Abrechnung aller Einnahmen und Ausga-
ben noch vorhanden ist (rechnungsméifiges Ist).
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1.3.4 Reserven - Allgemeine Darstellung -

Zusammenhang zwischen ., VP und ,,A V7etro.
m ¥ p mY g

m—1
m retro __ retro k > r
U mPz me — O‘/;,3 + E U kP=x (kPm — kL:c)
k=0
retro k > > k > -
— OV:L. + E (¥ kpa;(kPa: - kL:c) - § () kp:c(kpzc - kLa:)
k>0 k>m
X/ DTO
_Opr
retro ro m k r >
— OVw — Opr + U mPa § v k:pa:—l-m(m—l—k:La: — m—l—k:Pa:)
k>0 J
« > DTO
m V.Y
m
Vp'ro . Vret'ro _ r ( Vp'ro . VretTO)
mY g m¥ g T 0V 0V
mPx
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1.3.5 Spar- und Risikopramien

Alle Pramien jahrlich vorschiissig !
Gesamtpriamie: mlsw

Sparpramie: umS

Risikopriamie: mPf

mPy = mP5 + PR m=0,1,...,n—1

m—l—le =T (mvm + mP;;;S’)

S .
me o — vm—}—lvm - mV:c
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1.3.5 Spar- und Risikopramien

mP:B — m-i-faz + UV Px+m m—l—lV:L* - mvaz

3
g
>

]

T mLa: ‘|' vpm—i—m m—l—le - mvsc _\'U m—|—1vzc _|' mvsg

A

— mLa: - 'UQ:B—I—m m—l—lVaz

Risikopramie fiir alle Ursachen: mPf

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
181



1.3.5 Spar- und Risikopramien

Aufteilung der Risikoprimien nach den einzelnen Ursachen:

h
mPf — ZmPf(z) — m-i—la: — V4z+m m—|—1Vw
=0

h
kLy = (L + Zkaj) qgﬁ)rk, k=0,1,...

=1

kLo Erwartungswert der gesamten Leistung, die durch Erreichen des
Altersintervalls |x + k, x + k + 1] ausgelost werden kann, diskontiert
auf den Beginn dieses Jahres

h
Pl =mL® + 3 (LY — 0mi1Va) doim

1=1
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1.3.5 Spar- und Risikopramien

Risikopridmie der 2-ten Ausscheideursache:
mPRO = gL (nL) = v mi1Ve) = @Ghmlnl) — (nVe + mP5))
- pf(ﬂ) — . L;(co)

Risikopridmie fiir das Verbleiben im Bestand: die Risikoprimie be-
steht in der Jahresleistung. Der Riickgriff auf die vorhandene Reserve

verbietet sich, da die berechtigte Person weiter in der Hauptgesamt-
heit bleibt.
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1.3.5 Spar- und Risikopramien - Aktivenausscheideordnung

umR = zim mLZ + 9,5 mLg® — v (iz4m + qgim) m+1Ve, mMm<n
Risikopriamie fiir die Invaliditét:

mPfi = ztm (mL; — UVmt1Vz)

Risikopridmie eines Aktiven fiir den Aktiventod:

PRaa — q ( Laa — v m—l—lva:)

az—l—m

Eine Cantellizusage fiihrt beziiglich der Ursachen, beziiglich derer die
Reserven zum Ende des Jahres gewihrt werden, zur Risikoprimie 0
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1.3.5 Spar- und Risikopramien

S __
mP;B — Um—l—lvzc - mvaz

(Ve + mP>) = m41Vey, m=0,1,...

m—1
—k
mVe = " oVy + §:,r,m k:PmS
k=0

Die Reserve nach m Jahren setzt sich zusammen aus dem aufgezin-
sten Anfangskapital plus den aufgezinsten Sparprimien.

Zufiihrung eines im Bestand Verbleibenden:
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1.3.5 Spar- und Risikopramien - natiirliche Pramie

mPr = mLz:

Fiir jedes Jahr entspricht die ,,natiirliche Pramie” dem Barwert der
in diesem Jahr verursachten Leistungen des Jahres.

OV:B =0
mV:I: + mpa: — m-i-lw + ’Upm+mm+1Vw, m = O, ]_,...

—> .,V =0Vm

R __ T — T -
mP — mL:B — ’Uqaz—l-m m—l—lV:L* — mLaz — mPa:

xr

mPf = Vm+1Ve — mVe = 0 Vm

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
186



1.3.5 Spar- und Risikopramien - Verrentung der Reserve

Verrentung der Reserve: ngi) = Vme1Ve V1

h
1=1

h

= WL® + 3 ¢, v Ve
i=1

— ng)) + V4z+m m—l—le

A

mPR — mLa: — Vdgz+m m—l—lva: — mL:(BO)

3
™
83
]
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1.3.5 Spar- und Risikopramien - Sparpramie > Pramie

A

mLlz = 0, z.B. wihrend der Wartezeit
mPf — —V4xr+m m—l—le
mPa‘,;S’ — rn,Pgﬂr:_m-Pa{2 — mpm+vq:c—i—mm—|—1vw > mp:c fﬁrm—l—lvw >0

Die Reserve fiir wegfallende Verpflichtungen wird von der Versicher-
tengemeinschaft geerbt.

mPi < 0
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1.3.5 Spar- und Risikopramien - Gesamtpramie = 0
Spar und Risikopramie # 0

Jahrlich vorschiissig zahlbare Rente vom Jahresbetrag R:

mVa: = R Ar+m
az+m = 1 4+ UV Prim azt+m+1
Sparpramie:
S
um e ¥ m—l—lvaz - mVaz = R [’U Ar+m+1 — aaz—l—m]

R [ZJ pw—i—m azc—}—m—i—l ‘|‘ (% qa:—l—maw—l—m—l—; —1 - pw—i—m aa:—}—m—i—l]
UV azgt+m+1

= — R []- — Vqz+m aa:—l—m—l—l]
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1.3.5 Spar- und Risikopramien - Gesamtpramie = 0
Spar und Risikopramie # 0

Risikopramie:

A

mP;t = mLs — U qoimmVa
— R[l — Vgzim aw—I—m—l—l]
= — P’

mPr = P>+, PE=0

R
mP — mVa: — v m—l—lVa:

Die Risikopriamie wird durch Auflésung der Reserve gestellt.
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1.3.5 Spar- und Risikopramien - Gesamtpramie = 0
Spar und Risikopramie # 0

mLly = nL®) = R

mL) = 0, bei Tod ist keine Leistung fillig
Risikopramie fiir den Uberlebensfall:

- pf(ﬂ) — R

Risikopridmie fiir die Ausscheideursache ,,Tod* :
mPRY = —v Rguimazimit, mPEY <0

Der einzelne Berechtigte erhilt eine ,,Leistung”, ndmlich er ,,erbt”
seinen Anteil an wegfallenden Verpflichtungen

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
191



1.3.5 Spar- und Risikopramien - Gesamtpramie = 0
Spar und Risikopramie # 0

xr

mPf(l) — _mP{‘BS - mPf(O) — mVa: — vm—l—lva; — R

Die Summe der Risikoprimien fiir den Todesfall eines Rentnerbe-
standes kann global aus den Reserven zum Beginn und zum Ende
des Jahres und aus den Rentenleistungen des Jahres berechnet wer-
den.
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1.3.5 Spar- und Risikopramien - Gesamtpramie = 0
Spar und Risikopramie # 0

R = —,,P5 — PRV
— mV:B - ’Um—l—lv:z: + ’URq:L‘—I—m Ar+m+1
Die Jahresrente R setzt sich zusammen aus:

m Ve — U m+1Ve: Auflésung der Reserve (hier: Barwert)

v Rqyim az+m+1: Vererbungsbetrag der wegfallenden Verpflichtungen
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1.4.1 Versicherungsmathematische Bilanzgleichungen

Fiir die retrospektive Reserve gilt:

m
1 t t k > ¥y
Um+ m+1Dx m—l—lV;e "o = OV;G ro + g VUV kPzx (kPw - kch)

k=0
m—1
= oVu + k P, — L) +ov™ P, — ,.L
— 0Vx 'Ukpw(kaz k :13) (% mpa:(maz m a:)
V" P mvag'etro

t t > r
™ mPx U Pz+m m—l—l‘/;,gre "0 =™ mPzx m‘/;,;re o + ™ mPx (um - me)

Versicherungsmathematische Bilanzgleichungen:

t D T t
mvxre "t Py = Ly + VDrim m—|—1vmre ¢, m=0,1,...

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
194



1.4.1 Versicherungsmathematische Bilanzgleichungen

Diese Gleichungen gelten auch fiir die prospektive Reserve:

& ~ ~
mvmpro — Z (% kpzc—l—m(m+kLw - m—l—kPa:)

k>0
~ ~ k ~ ~
— mLa: - mPa: + § (% kpfn-l-m(m—l—k:La: - m—l—k:Pa:)
k>1
— mLa: - me + v DPx+m Z (Y k—lpm+m—|—1(m—|—kLa: - m—|—kPa:)
k>1
A A k A A
— mLa: - mP:c + UV Pr+m Z (% kpa:—l—m—l—l(m—l—l—i—kL:c - m—l—l—I—kP:c)
k>0

— mLa: - szc + v Dx+m m—l—lvmpro
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1.4.1 Versicherungsmathematische Bilanzgleichungen

mvmpro + me — mLa: + v Dxz+m m+1prro

Generell gilt also:

mvx+mpx:miw+va+mm+1vw, m:O, ]_,...
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1.4.1 Versicherungsmathematische Bilanzgleichungen

Technische Bezeichnung: Thiel’sche Differenzengleichung, da Thiel
diese (Gleichung im Rahmen der kontinuierlichen Darstellung herge-
leitet hat (Thiel’sche Differentialgleichung).

Anwendungsbeispiel: Es besteht folgende Zusage:

Bei Invaliditdat wird die Reserve zum Ende des Wirtschaftsjahres
m+1 Ve am Ende des Wirtschaftsjahres geleistet;

Bei Tod als Aktiver wird die Reserve zum Ende des Wirtschaftsjahres
m+1 Ve am Ende des Wirtschaftsjahres geleistet;
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1.4.1 Versicherungsmathematische Bilanzgleichungen

Bei Erreichen der Altersgrenze wird der Barwert B, einer zugesagten
lebenslinglich laufenden Rente gestellt.

mLle = Vigimme1Ve + vqm+mm+1V fir k<n
= B, fir k = n.

= mVa: + mpw — m-i-lw + V Pr+m m—|—1Vw

(% za:—l—m m+1V + v qw+m m+1V
+v (]- - iw—i—m - zr:—l—m) m+1V

= V1 Ve firm < n
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1.4.1 Versicherungsmathematische Bilanzgleichungen

Sparvertrag !

Beispiel fiir den Satz von Cantelli !

In praxi Bedeutung fiir den Fall, dass bei Ausscheiden Leistungen in
Ho6he der Reserve erbracht oder gestellt werden (kein Bilanzsprung-
risiko !).
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Ausgangspunkt: Die versicherungsmathematischen Bilanzgleichun-
gen:

me + mpa: — mlA—J:z: + VPr+m m_|_1Vag, m = O, ]_, oo

Wir setzen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ein Hochstalter z
an, sowie n := z — .

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
200



1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Fiir das Folgende erweist es sich als giinstig, die Primien aufzuspalten
in ein Pramiengewicht P, > 0 und in ein Pramienprofil (Pramienbe-
wertungsfaktoren) ,,f, geméaf

mpw :m.fwP:camzoa]-v'°°7n
Hier lassen wir uns von der Vorstellung leiten, dass das Pramienpro-
fil vorgegeben ist, so dass dadurch das Priamiengewicht P, durch das

Aquivalenzprinzip definiert werden kann. Fiir die versicherungsma-
thematischen Bilanzgleichungen erhalten wir zunéichst:

me_l'mfwPa::m-i-/zc_l'vpa:—l—mm—l—lvzcam:0919'°°9n_]-7

fiir m = n setzen wir noch die triviale Gleichung
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Betrachten wir das Pramiengewicht P, sowie die Reserven
1Ves2Ves ...y nVy als Unbekannte, dann stellen die versicherungsma-
thematischen Bilanzgleichungen ein lineares (Gleichungssystem fiir
diese Unbekannten dar: das versicherungsmathematische Bilanzglei-
chungssystem. Wir wollen dieses (Gleichungssystem in Matrizenform
darstellen. Hierzu vereinbaren wir:

P,
( 1Va3 \
V:=| 3V, | Reservevektor (Vektor der Unbekannten des GIS.)

v
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

L:=| 2L, | Leistungsvektor

mit
oL, = O-Ew — oVay Ly = kj;:c fiir k 2 1.

Da i.a. ¢V, = 0 gesetzt wird, stimmen die pL, und kf}w in der Re-
gel iiberein. Der grofleren Allgemeinheit wegen ist es jedoch ratsam,
oVz # 0 zuzulassen (z. B. zur einfachen Beriicksichtigung der Zillme-
rung).
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Welter setzen wir:

( O.f:n
1.f:13 \
f:=| 2f: | Primienprofil,

\ ot/

Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems:

O.fw —VUPg
( 1Sz 1 —UPzx+1 0 \
p_ . . .
* 0 1 —UPz—-1
\ nfz 1
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Damit erhalten wir aus den versicherungsmathematischen Bilanzglei-
chungen das Gleichungssystem in Matrizendarstellung geméif3

PV=L

Vor.: . f: > 0VEkund 3k : . f, > 0: mindestens eine Pramie > 0
=
det P = 3" v* upg i fs > 0

(det P = Barwert der Pramie fiir P, = 1), so dass die Gleichung
PV=L

die eindeutige LOsung
V=P L
besitzt.
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Spezialfall der Koeffizientenmatrix:

( 1 —vp, \

1 —UPz+1 0

0 1 —UPz-1

Dieser Fall entspricht dem Pramienprofil f, = 1, f, = 0 fiir &k > 0,
also dem Fall der Einmalprimie. Es sei angemerkt, dass hier offenbar
gllt det PO = 1.
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Fiir diesen Fall lautet das versicherungsmathematische Bilanzglei-
chungssystem damit:

P()V = L
Falls ¢V, = 0 gilt:

(0B

1Bw
V=B= 2Ba: Barwertvektor
\ nBa
—
PyB = L,
B = P 'L
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Diese Beziehung ist dquivalent mit den fiir die Praxis eminent wich-
tigen Rekursionsformeln fiir den Barwert

A

mB:c = mL:c‘l‘vp:c—}—mm+1Bw7m — 0919“'9"’_ 1

A

bzw. dquivalent mit der allg. Darstellung fiir den Barwert

n—m

k A
mBz = § U kPzx+m k—i—mL:cam =0,1,...,n.
k=0

Damit ist die Gleichung Py B = L explizit gelost.
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Mit A := P;'P folgt P = P,A,

und damit aus PV = L

PyAV = L.

Hieraus folgt wg. PhB = L :

AV = Py 'PyAV = P; 'L = B, oder
V = A"'B.

Die beiden letzten Gleichungen stellen den Zusammenhang zwischen
Barwert und Reserve einer Verpflichtung dar.
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Definiert man einen Vektor a durch die Gleichung
P() a = f

mit
( 09z \
1aAg
a—| 24ax ’
\ na /

dann gilt offenbar:

()

1

\ 1)
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

Denn:
P()A —_ P

Da nun B und a mittels der gleichen Koeffizientenmatrix berechnet
werden (nur die rechten Seiten der Gleichungssysteme sind verschie-
den), gelten fiir ,,a, die gleichen Formeln wie fiir ,,B,, also:

ndx — n.f:c

bzw
n—m .

maxr — Z V' kPx+m m—l—kfcm m=0,1,...,n
k=0
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1.4.2 Lineares Gleichungssystem fiir Pramien und Reserven

AV = B schreibt sich komponentenweise in der bekannten Form
mVze + Py may = mBg, m =0,1,...,n,

und damit V = A~'B gemif

. OBa;

mVz = mBa oa, mazs M = 0,1,...,n,

OB:L' — OVCB

Oa:L' maw

bei ¢V, # 0: ,,Voe = Bz —

Bem.: det P = det A = pa, > 0.
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1.5 Implizit definierte Leistungen

In praxi kommen auch implizit definierte Leistungen vor, z. B. Riick-
zahlung von Pramien oder Verrentung der Reserve im Leistungsfall.
In diesem Fall sind die Leistungen implizit definiert, d. h., die Lei-
stungen hingen von der Primie und/oder von der Reserve ab:

L=FL,V)

wobei L’ explizit, also unabhingig von Pramie und Reserve definiert
ist. Haufig besteht eine Beziehung gemif}

L=L+FV).
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1.5 Implizit definierte Leistungen

Aus PV = L folgt:
PV = F(L,V)
bzw.

PV =L"+ F(V).

In beiden Fillen handelt es sich um algebraische Vektorgleichungen,
die i.a. analytisch nicht 16sbar sind.
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1.5 Implizit definierte Leistungen

Ist F' jedoch linear, dann gilt:
PV =L'+ FV
mit einer geeigneten Matrix F'.

Diese Gleichung besitzt fiir det(P — F') # 0 die eindeutige und ana-
lytisch darstellbare Losung

V =(P - F)"'L.

Diese Losung stellt eine Erweiterung des Theorems von Cantelli dar.
Das Theorem von Cantelli erweist sich als Spezialfall dieser Loésung.
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1.5 Klassischer Cantellifall

Zusage: Als Leistung im Fall der Invaliditiat wird die Reserve am Ende
des Jahres zum Ende des Jahres verrentet.

777,1—/33 zvim+mm+1Vw, 'rn=0,1,...,n—1
In diesem Fall ist

(O fv?lw \
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1.5 Klassischer Cantellifall

womit fiir P’ := P — F folgt:

( Of:n _'Up,w \
1fa: 1 _’Up;;_|_1 0
P=P-F=| -
. 0 1 —vp)_,
\ nfa 1)
mit
p,=1—q" u==x,...,z — 1,

also eine Matrix mit dem gleichen Aufbau wie die Koeffizientenmatrix
P mit dem Unterschied, dass die Ausscheidewahrscheinlichkeiten fiir
Invaliditit weggefallen sind.
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1.5 Klassischer Cantellifall

Nachdriicklich ist darauf hinzuweisen, was meistens nicht beachtet
wird, dass durch das Theorem von Cantelli lediglich Primie und Re-
serve bestimmt sind: z.B. gilt das Theorem nicht fiir den Barwert,
d.h., der Barwert ,, B, 143t sich in unserem Beispiel nicht dadurch be-
rechnen, dass man einfach die Invalidisierungswahrscheinlichkeiten 1,
wegliaflt; vielmehr ist er zu berechnen geméif3

mBz = m Ve + Py &},

T+m

wobei sich ,,V, und P, nach dem Theorem von Cantelli ergeben, und
die aj unter Beriicksichtigung beider Ausscheidewahrscheinlichkeiten
1, und g%, also ganz ,,normal® zu berechnen sind.
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1.5 Weitere Beispiele fiir implizit definierte Leistungen

Normalerweise wird bei Cantellizusagen bei Eintritt der Invaliditat
die Reserve am Beginn des Wirtschaftsjahres zum Zeitpunkt des Ver-
sorgungsfalles oder die Reserve am Zeitpunkt des Versorgungsfalles
zum zugesagten Zeitpunkt des Versorgungsfalles zugesagt, also (un-
ter der Annahme der gleichméifligen Verteilung des Eintritts des Ver-
sorgungsfalles innerhalb eines Jahres und Zuléissigkeit der linearen
Interpolation)

1

Fall (1): mLfC = V2 tpim mVey mM=0,1,...,n—1
oder

. 1, 1,
Fall (2): L) = v2 54, m+%Vw = V2 lyim % (Ve + ma1Ve), m =
0,1,...,m —1

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
219



1.5 Weitere Beispiele fiir implizit definierte Leistungen

Im Fall (1) lautet F':

0
( ’I:a;_|_1 0 \
":ac—l—Z
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1.5 Weitere Beispiele fiir implizit definierte Leistungen

und im Fall (2)

( 0 iy \
im—l—l 'ia:—l—l 0
Zm—l—z zm—|—2

\ 121 Zzo—l )

Damit lassen sich auch in diesen Fillen die Reserven angeben.
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1.5 Weitere Beispiele fiir implizit definierte Leistungen

Weiteres Beispiel:

Da bei Cantellizusagen o.4. in den Anfangsjahren der Betriebszu-
gehorigkeit die Leistungen sehr gering ausfallen, wenn die Reserve
(der Teilwert) verrentet wird, erscheint es sinnvoll, die Zusage mit
einer Mindestrente auszustatten, also etwa: bei vorzeitiger Invaliditat
wird der Teilwert verrentet, jedoch mindestens eine jihrliche Rente
in H6he von R gewihrt, z.B.:

. 1 .
1 S /)
mL®, = v2 iy, max (w+% Vs Ram+m+%)

Schon bei diesem einfachen Fall aus der Praxis haben wir es nicht
mehr mit einem linearen Problem zu tun: Pramie und Reserve sind
nicht analytisch darstellbar.
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4.2 Der Teilwert

und andere Ansitze fiir die Riickstellungsermittlung
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4.2.1 Das Modell

Der versicherungsmathematische Teilwert:
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4.2.1 Das Modell

Bezeichnungsweise:

x : versicherungsmathematisches Alter des Berechtig-
ten bei Eintritt in das Unternehmen

m : abgelaufene Dienstzeit

b, : Barwert der Verpflichtung zum Alter x + m, m =
0,1,...
a; : Aktivenrentenbarwert, u = x,x +1,...
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4.2.1 Das Modell

Forderungen an eine Pensionsriickstellung nach handelsrechtlichen
Gesichtspunkten:

1. Gleichméaflige Verteilung des Aufwands auf die Zeit zwischen
Diensteinstritt und Eintritt des Versorungsfalles

2. Einzelbewertung, und zwar derart, dass die dem Berechtigten
spater zuflielenden Leistungen allein auf dem ihm angelasteten
Aufwand, also seinen Pramien basieren.
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4.2.1 Das Modell

Modell bei einer lebenslinglichen Rentenververpflichtung mit jahr-
lich vorschiissiger Zahlungsweise:

1. Ubersicht iiber alle méglichen zukiinftigen Zahlungsstréme
Zufallsgrofle ,,Zahlungsstrom®
Realisierungen ,,Zahlungsstrome*
(12, A, P)

N : Q@ — Ny: Zufallsgrofle ,,Anzahl der vollendeten Jahre bis
zum Tod des Rentners*

=

N + 1 Rentenzahlungen
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4.2.1 Das Modell

2. Erfiillungsbetrag der lebenslinglich 1fd. Rente:

Finanzmathematischer Bartwert B = angj
mit

N
ansy =) v*

k=0
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Das Modell

3. Resultierende Riickstellung = Reserve = Barwert:

b = € (B) = Riickstellung = Barwert a, = € ay¥q

Es gilt das Gesetz der grofien Zahlen:

) 1
Iim —

a = b f.s.
A, 2 A

mit n(k): Realisierungen der vollendeten Lebenszeit NV
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4.2.2 Die retrospektive Reserve

Eintritt des
Stichtag Versorgungsfalles
Eintritt in das m Jahre K Jahre zeit
Unternehmen nach Eintritt nach Eintritt
(bekannt) (unbekannt)
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4.2.2 Die retrospektive Reserve

Pensionsverpflichtung gegeniiber einem Aktiven, also einem
Anwirter. Er gehort zum Stichtag m Jahre zum Unternehmen.

1. Schritt:

Eintritt des Versogungsfalles im Jahr

| K — 1, K],

nach Eintritt, also, vom Stichtag aus betrachtet: im Jahr
JK—m—1, K — m]

K : Q) —- N : Zufallsgrofle Ende des Jahres des Eintritts des Ver-
sorgungsfalles

Zusage: Bei Ausscheiden im Jahr |K — 1, K| wg. Inv. oder Tod:

Einmalleistung Ex am Ende des Jahres.
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4.2.2 Die retrospektive Reserve

,’,,K

s = —— : Endwert der jihrl. vorsch. K mal zahlbaren Zeitrente 1
K d

Forderung an die jiahrlich vorsch. zahlbare Priamie Ik :

K
’r’ —
HK (’I“K—I—?"K_l—|—....—|—’l“) :HK :HKSE ;EK
—
E
Pramie: Il = il
SK]|

Bem.: Pramie a posteriori, Bedarfspriamie: Zufallsgrofle
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4.2.2 Die retrospektive Reserve

Das Aquivalenzprinzip wird punktweise, also pro Realisierung erfiillt:

Wg. vk S| = ag folgt:
HKaE = ’UKEK
By : = Ik ag

»Erfiillungsbetrag der zukiinftigen Priamien bei Beginn®
BK = ’UK EK
»Erfiillungsbetrag der zukiinftigen Leistungen bei Beginn*

Aquivalenzprinzip: BY = By

B
aK|
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4.2.2 Die retrospektive Reserve

2. Schritt:

Vn(%K) : Retrospektive Reserve als Erfiillungsbetrag, der nach m Jah-
ren zur Erfiillung der Verplichtung zur Verfiigung steht.

Fiir K > m- der Versorgungsfall ist noch nicht eingetreten - gilt:

VngK) == HK Sm
3. Schritt:

t; := EVEIK > m) = sm EMg|K > m)
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4.2.3 Die prospektive Reserve

NR.: Fiir 0 < m < n gilt:

an = am + vV an—m)

ram = v" " rtam = 0" sw = r"am + an—m = Sm + an—m|
—
v "M — An—m| = Smi []

n Bk : Erfiilllungsbetrag der zukiinftigen Leistungen nach m Jahren
—

mBK = pE—m FEr = pf—m |1 N% SK]
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4.2.3 Die prospektive Reserve

mBIlz : Erfiillungsbetrag der zukiinftigen Priamien nach m Jahren

P Bg
mBK =lgag—p = — ag—m
aK]

VWQLK ) . Prospektive Reserve nach m Jahren

VK = Bk — mBg
= Ilx (’UK_m SK| — am)
= g sm (vgl. NR)

— v (K)
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4.2.3 Die prospektive Reserve

B
aK]
(K) Bx
t1=8(Vm |K>m):£ mBK——am|K>m
aK]

Bem : Fiir t; gilt das Gesetz der groflen Zahlen

B
Mg = —
aK]
to = € |wBk — ag—m | K > m
2 K~ (gl K > m) K |
€ (Bk) .
t3 = € |wBk — ag—m | K > m| : versmath. Teilwert
€ (ax)
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4.2.3 Die prospektive Reserve

b, : Leistungsbarwert nach m Jahren

vE~™ Ey : diskrete Zufallsgréfle mit den Werten v!=™E;, v>"™E,,...

und den Wahrscheinlichkeiten P{K = k|K > m},k =1, 2...

—> b= Y v E,P{K =k|K >m}
k>m

P{K = k|K > m} = k_m_lpg+m Qr+k—1» k=m -+ l,m + 2...

Qu ‘=1 +q,"y, u=x,r+1,...,

m—1
a _ a
mPg = H DPyyj
J=0

pl=1—q,=1—1,—¢", u=x,z+1,..
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4.2.3 Die prospektive Reserve

b = E(mBx|K > m)

k-_
— E v By k—m—1Pzxz+m dr+k—1
k>m

k—m+1
= E V" By k—mDym drtk
k>m

k+1
= E Ul kngrm Qz+m+k Emirkt1
k>0

t; := E(VEK > m) = sm Eg|K > m)

B K[
g(HK|K>m)=£(—KyK>m)=£ T KK >m
ax ax

’UKEK . . vE, v’ E,
: diskr. Zufallsgréfie mit den Werten . o oo
aK]| ai] an|
und den Wahrscheinlichkeiten P{K = k|K > m},k=1,2,...
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4.2.3 Die prospektive Reserve

k
E
Y. — P{K = k|K >m}

E (HK|K > m)

k>m aH
’UkEk
— § k—m—1DPxz+m qx+k—1
k>m aH
Uk+1Ek+1
— § kE—mPxz+m dx+k
kZm ak—|—1

Em+k+1

k+1
= v" E vt kPx+m dz+m-+k

am| Em—l—k:—l—l

ty = sm€& (Ix | K > m) = Z VT i Drtm Qe rmk
k>0 am—l—k—l—l
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4.2.3 Die prospektive Reserve

Ahnlichkeit von —"

E,, . und E,..; (erdienter Anspruch!)

A K| m +

m

m—1

> 1

1=0
m ‘I‘ k o m+k—1

> o1
i=0

m—1
> v
1=0

T m+k—1

Ak NN
1=0

amj

am|

Es gilt:
am m + k

Vm >0,k>0
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4.2.4 Ndherungen

t1: Schroder 1987; Ziel: Ausschaltung von Vererbungseffekten.

Die hier dargestellte von Schroder abweichende Ableitung wurde im
Oktober 1996 veroffentlicht.

Anderer Ansatz: Schmauck 1986:

a a
Tom_ statt il
Ay MR Atk
ag ™ amyj
— > Vm > 0,k>0

aaz,m—l— Atk
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4.2.4 Ndherungen

€ (Bk)
€ (ak)

ts =& |wBk — am|K>m

bo

€ (Bk)
ts = € (mBg|K > m) — LAY (ag=m | K > m)
N bv E (aK) N -~ -

xr

b
ts = b, bl angm : versmath. Teilwert
aa
Xr
E (B b
T — (Bk) — 2 . konstante Primie
€ (ax) a2
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4.2.4 Ndherungen

£ (ag|K >m) "

E(Bk|K > m)
E(ag|K > m)

tzzg(mBK|K>m)— S(am|K>m)

_ &(Bk|K >m)
_E(aﬁ|K>m) .

- stichtagsabhingige Pramie

E(Bkg| K >m) = £ (v*Eg|K > m)
= £ (V"X T Eg|K > m)
= v E (vVET"EK|K > m)
= V" E(mBk|K > m)

= v™b,,
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4.2.4 Ndherungen

€ (ag | K > m) = € (am +v™" ag—m | K > m)
— amy +vm£(am|K>m)

m a
am + v Ayt m

v"by, . o :

to = b, — a® in der Schreibweise des Teilwerts
am + v™ a2 Trm
mi r+m

am|

to = b,, — als Barwert
am + v ay . .,
amj] amj] amj
statt ———— = - :

am —I—Umag_|_m 2 P am + v ag 1|

Engbroks 1989
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4.2.4 Ndherungen

am| Em—l—k:—|—1

k41
ty = E Chal kP Qat+m+k

m a
k>0 am + v™ma

T+m

am) By k41

. k41 a
t1 = E V""" kPt z4+m+k —
k>0 ami + U™ Ay
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4.2.5 Vergleichende Ubersicht

fruhere Jahre werden fruhere Jahre werden
weniger als spatere belastet GleichmaRige mehr als spatere belastet

Aufwandsverteilung

t1: Schroder / Neuburger
FAS / IAS® * Schmauck

T-Barwert e i1 Engbroks

Zunehmende Glattung

« t3: Teilwert
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5 Prognoseverfahren
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5.1 Deterministische Verfahren
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5.1 Deterministische Verfahren

Zustinde/ Gesamtheiten: Bedeutung Anzahl

Kennzeichnung

a Gesamtheit der betriebsinternen aktiven L
Berechtigten (interne Anwirter)

R Gesamtheit der Rentner aus internen L%
Anwirtern

A% Gesamtheit der Witwen (Witwer) aus internen LW
Anwirtern

u Gesamtheit der mit unverfallbarem Anspruch VL
ausgeschiedenen Anwirter (externe Anwérter)

R Gesamtheit der Rentner aus externen ULR
Anwirtern

W Gesamtheit der Witwen (Witwer) aus externen VLW
Anwirtern

0 Gesamtheit der Nicht-Berechtigten -
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5.1 Deterministische Verfahren

> Zeit

|

Gegenwart Zukunft
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5.1 Deterministische Verfahren

z.B.:

YL(m): Anzahl der externen Anwirter zum Stichtag m
z.B.:

uz(m) : Zugangsalterverteilung zum Stichtag m
Weiter:

Py °

Verbleibswahrscheinlichkeiten eines internen Anwiarters des Alters
x mit Eintrittsalter s, das Alter x 4+ 1 als interner Anwirter am
darauffolgenden Stichtag zu erreichen.
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5.1 Deterministische Verfahren

au

pCIJS:

Wahrscheinlichkeit eines internen Anwirters des Alters  mit Ein-
trittsalter s, zum darauffolgenden Stichtag zum Bestand der externen
Anwirter zu gehoren.
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5.1 Deterministische Verfahren

pa:s

Wahrscheinlichkeit eines internen Anwirters des Alters  mit Ein-
trittsalter s, zum darauffolgenden Stichtag eine Witwe im Bestand
der Witwen aus den externen Anwirtern hinterlassen zu haben, was
bedeutet, in einem Jahr unter Beibehaltung seines Anspruchs aus
dem Unternehmen auszutreten und im selben Jahr entweder zunichst
invalide zu werden und anschlieflend, immer noch im selben Jahr, un-
ter Hinterlassung einer Witwe zu sterben, oder direkt als externer
Anwirter unter Hinterlassung einer Witwe zu sterben.

Bem.: Reaktivierungs- und Wiederverheiratungswahrscheinlichkeiten
fehlen.

Bem.: Bei den deterministischen Verfahren werden die Wahrschein-
lichkeiten als Quoten benutzt.
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5.1 Deterministische Verfahren

L,,(m):

Anzahl der internen Anwarter des Alters £ mit Eintrittsalter s zum
Stichtag m

ngS(m):

Anzahl der externen Anwirter des Alters z mit Ubergangsalter u
und Eintrittsalter s zum Stichtag m.

Ubergangsalter: Alter, in dem der Anwirter vom Status des internen
Anwirters zum Status des externen Anwirters wechselt.
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5.1 Deterministische Verfahren

Sei

Z(m) : Anzahl der Neuzuginge in |m — 1, m|

uz(m): Anteil des Neuzugangs in |/m — 1, m], der zum Stichtag das
Alter = hat

Es folgt fiir ein Eintrittsalter s:
L,;(m) = Z(m)us(m)
Wir wihlen:
Z(m) = Zo(m)

uz(m) = u, = const. fiir allem
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5.1 Deterministische Verfahren

mit
Zo(m)2

Anzahl der jahrlich ausscheidenden, internen Anwéirter. Dadurch
bleibt der Bestand der internen Anwéirter konstant.

Es folgt:
L,s(m) = Zy(m)us

Fiir die restlichen internen Anwéarter gilt weiter:

Lys(m) = Ly_1s(m — 1)p2® s<x< z.

r—1,s’

Bem.: z: Pensionierungsalter
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5.1 Deterministische Verfahren

Weiteres Beispiel: Externe Anwérter:

g+%Lu+1,8(m) = Lys(m — 1)py;

Ubrige externe Anwiirter:

g+%Laz+1,s(m) — Z—_i_%st(m — 1)pg“, Tr > Uu
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5.1 Deterministische Verfahren

,Fortschreibungsformeln*
Analog: Fortschreibungsformeln fiir Rentner und Witwen (Witwer)

Bem.: Es sei darauf hingewiesen, dass das vorgestellte Modell die Be-
rechtigten in Klassen aufteilt, z.B. die internen Anwirter in Klassen
nach x und s, d.h. nach Alter und Eintrittsalter. Diese Klasseneintei-
lung diirfte zur Charakterisierung der interessierenden Groéflen eines
gegebenen Bestandes von vielen Berechtigten in den meisten Fillen
nicht ausreichen, mit einer Ausnahme: fiir einen atomaren Bestand,

also fiir einen Bestand, der nur aus einem einzigen Berechtigten be-
steht.
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5.1 Deterministische Verfahren

Bei diesem Bestand sind alle Bestimmungsstiicke, die zur Berechnung
der interessierenden Groéfien notwendig sind, auch fiir die einzelnen
Klassen angebbar: sind sie doch durch den Berechtigten selbst cha-
rakterisiert. Man kann daher ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
davon ausgehen, dass auch fiir einen gegebenen Bestand von vielen
Berechtigten eine Klasseneinteilung nach einigen Altern zulissig ist:
man teilt den gegebenen Bestand in atomare Bestinde, d.h. einzelne
Berechtigten auf, berechnet fiir jeden atomaren Bestand die inter-
essierenden Groflen, und addiert diese auf, so die entsprechenden
Groflen des gegebenen Bestands erhaltend. Von dieser Vorstellung
wollen wir im folgenden ausgehen.
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5.1 Deterministische Verfahren

Def.:
L(m) := (Lys(m)) : Struktur der int. Anwirter, zweidim.
z.B.

z—1 z-—1

L(m) = Z_:O Z_: L,,(m):
Gesamtzahl der internen Anwirtern zum Stichtag m.
UL(m) := (U+1st(m)) : Struktur der ext. Anwirter, dreidim.
uTz

z.B.

z—1 z-—1 z—1

UL(m)—Z > 2 aLas(m):

s=0 u=s x=u+1

Gesamtzahl der externen Anwéirter zum Stichtag m.
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5.1 Deterministische Verfahren

Fortschreibungsformeln:

L(m) = F[L(m — 1), Zy(m)] Struktur der internen Anwirter
zum Stichtag m

VL(m) = G[YL(m — 1), L(m — 1)] Struktur der externen Anwirter
zum Stichtag m

F: Fortschreibungsformel fiir die internen Anwérter

G: Fortschreibungsformel fiir die externen Anwéirter
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5.1 Deterministische Verfahren

Beispiel fiir die Prognose einer finanziellen Grofle: Teilwert der Ver-
pflichtungen zu einem Stichtag.

Bezeichnungen:

Ves(m) : gesamter Teilwert der internen Anwirter des Alters
x mit Eintrittsalter s zum Stichtag m

5+1 Ves(m) : gesamter Teilwert der externen Anwirter des Alters
? x mit Ubergangsalter u —I—% und Eintrittsalter s zum
Stichtag m.

Zugehorige zwei- bzw. drei-dimensionale Strukturen:
V(m) := (Vas(m))
UV(m) = (g+%Vms(m))
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5.1 Deterministische Verfahren

Z.B.:

z—1 z-—1
> Y Vgs(m) : gesamter Teilwert aller internen Anwirter des be-
s=0 x=s

trachteten Bestands zum Stichtag m.

Wir spezialisieren uns auf eine dienstzeit- und gehaltsabhingige Zu-
sage: Fiir jedes Dienstjahr werden 0,3 % des letzten Gehalts gewéhrt.
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5.1 Deterministische Verfahren

Rentenanspruch in Prozent des
1 letzten Gehalts

0,3%

»
>

z Dienstjahre
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5.1 Deterministische Verfahren

Gehaltssteigerungsfaktor: o
z.B.: 0 = 1,02

Vs : Teilwert eines internen Anwarters des Alters x
mit Eintrittsalter s zum Stichtag 0

O Vs : Teilwert eines internen Anwéirters des Alters x
mit Eintrittsalter s zum Stichtag 1

o™ v,s : Teilwert eines internen Anwéirters des Alters x
mit Eintrittsalter s zum Stichtag m
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5.1 Deterministische Verfahren

Vas(0) = vgs Lys(0) : Gesamter Teilwert der internen Anwéirter
des Alters x mit Eintrittsalter s zum Stich-
tag O

Ves(m) = 6™ ves Lys(m) @ Gesamter Teilwert der internen Anwiérter
des Alters x mit Eintrittsalter s zum Stich-
tag m
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5.1 Deterministische Verfahren

Analog:

5+1sz : Teilwert eines externen Anwiirters des Alters & mit Uber-
? gangsalter u + % und Eintrittsalter s zum Stichtag 0

5+1sz(m) =o™ U+1v:,,s u Lms(m) : Teilwert der externen
? Anwirter zum Stichtag m

Bem.: In 5+1V333 ist zu beriicksichtigen, dass ab dem Ubergangsal-

2
ter u + % keine Anpassung der Bemessungsgrundlage ,,GGehalt* mehr
erfolgt.
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5.1 Deterministische Verfahren

Strukturen:
v = (Vgs)

U _(U

v i= u+%vw3)

» X : elementweise Multiplikation gleich dimensionierter Strukturen

p—

V(m) =0mv X L(m)

YY(m) =™ Yy x VL(m)
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5.1 Deterministische Verfahren

Zusammenfassung:

Bestandsgrofien und Teilwertbetrige der internen Anwéirter:

L(m) = F[L(m — 1), Zo(m)]
V(m) =0mv X L(m)

Bestandsgrofien und Teilwertbetrige der externen Anwéirter:

VC(m)=G[YL(m —1), L(m — 1)]

YY(m) =™ Yv x VL(m)

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
270



5.1 Deterministische Verfahren

Analog: Rentner- und Witwen/Witwerbestinde; auch weitere inter-
essierende Grofien

5+1Vms(m) : Teilwert der x-jdhrigen externen Anwirter
=0 u=s 2 zum Stichtag m
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

5.2.1 Bestandssimulation der internen Anwarter

Atomarer Bestand d.h., konkreter einzelner interner Anwiarter des
Alters x mit Eintrittsalter s zum Stichtag O:

L,;(0) =1 : Interner Anwirter des Alters x mit Ein-
trittsalter s zum Stichtag 0 (Gegen-
wart)

L,s(m), m =1,2,... Bernoullivariable (Wert 0 oder 1):

Belegungszahl der internen Anwéirter
des Alters & mit Eintrittsalter s zum
Stichtag m
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

B,.s Bernoullivariable, unabhangig

B,; = 1 mit Wahrscheinlichkeit p%%, * > s

xs’?

Detf.: IAL;,;S(m) = jla;—1,s(m —1)By_15,

r>s, m=1,2,...

Es gilt:
E(Lys(m)) = E(Lz—1,s(m — 1)) E(By-1,s)
=Ly 1(m —1)p2
— st(m)7

m =0,1,... (bei L,s(0) =1)
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

Neuzugang (x = s):

i)ss(m), m = 0,1,...: Belegungszahl der internen Anwirter des Al-
ters s mit Eintrittsalter s zum Stichtag m mit
Verteilung us, s = 0,1,...,2 — 1

Falls
Ly_14(m —1) = 1,
Lys(m) =0
=
s’ gemif3 Verteilung u,, s =0,...,2 —1
jlsrsz(m) =1
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

Realisierungen von L, ,, * > s :

f}(wlz)(m) ,m=20,1,2,...,k=1,2,...,n (n grof})

1 <. -
L,s(m) =~ ;ZL;";)(m) m=0,1,2,...:
k=1

Schitzung fiir L,s(m)

: Z {‘ic(lfs)(m) — Lys(m) 2

k=1

Q

var (f)ws(m))
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

5.2.2 Simulation der Teilwerte der internen Anwarter

sz(m), m = 0,1,... : Zufallsgré3e Teilwert des internen Anwérters
des Alters x mit Eintrittsalter s zum Stichtag

m

Es gilt:
vms(m) — vamsims(m), m = O, ]_, ¢ o o
E(Ves(m)) = Vis(m), m=20,1,...
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

Realisierungen Vw(f)(m), m=0,1,..., k=1,2,...,n gemif:

Vm(.f)(m) — Umvwsi(mlz)(m)? k=1,2,...,n

Ves(m) = ! Z Vw(f)(m), m=20,1,...
=
- 1 L 2
var(Vys(m)) = Z [Vaff)(m) — Vzs(m)
n—1 1
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

5.2.3 Externe Anwarter

g_i_%ffw—l—l,s(m)a s<u<x,m=0,1,...: Bernoullivariable:

Belegungszahl der externen Anwirter des Alters & 4+ 1 mit Eintritts-
alter s und Ubergangsalter u + % zum Stichtag m

UB,s, s < u < z : Bernoullivariable, unabhingig:

UB.,. =1 mit Wahrscheinlichkeit poy fiir x = u
= 1 mit Wahrscheinlichkeit p* fiir © > u

—1)YB,, fiir x = u,

Def.: UV Loi14(m) = Lgs(m
U i}ms(m—l) UB,, firx >u, m=1,2,...

41
+3
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

Es gilt:
8( Lyi1s(m)) = +2Lw+1,s(m), s<u<xz,m=0,1,...
Realisierungen v L:(L,jzl (m) von U+1j}w+1,s(m),
U3
m=0,1,...., k=1,2,...,n
—
1 « L
g+%Lw+1,3(m) ~ a :L]—FngHzlaS’ m — O, ]_,

. 1 <& - (& 2
var (g+%Laz+1,s(m)) ~ Z {3%[/:(;;421,3("1) — g+%Lw+1,s(m)}
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

Teilwerte:

5+1Va:s(m), s<u<x,m=0,1,... Zufallsgrofle Teilwert des
? externen Anwirters des Al-
ters * mit Eintrittsalter s
und Ubergangsalter u + %

zum Stichtag m

Es gilt:

2 (U lvxs(m)> — g+%vws(m)7 m=20,1,...
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5.2 Simulationsverfahren (Monte-Carlo-Verfahren)

Realisierungen U 1‘73;(5)("7’)’ k=1,2,...,n gemif

(k)(m) =™ Y 1Vas U+%f;:(n’<;)(m)

u—l— Uty

ff+2 zs(m)

22

—ZU 1‘7(k)(m), m=20,1,...

Q

var (U+2 ws(m))
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5.3 Der Beharrungszustand

Es gilt fiir interne Anwérter:

L(m) — L
fir m — oo

Zg(m) — Z()

v(g_m) s V:i=v X L fiir m— o

Relativer Beharrungszustand der finanziellen Groéfien
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5.3 Der Beharrungszustand

Externe Anwarter:
VC(m) — YL fir m — oo

Uvgnm)

- s Uy = Uy x UL fir m— oo

Direkte Berechnung der Werte des Beharrungszustands:

F stetig:
L(m) = F|[L(m — 1), Zo(m)]
l l . fir m — o©
L = F(E, Z())
—

Y =v X L : Gesamter Teilwert der internen Anwarter im rela-
tiven Beharrungszustand
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5.3 Der Beharrungszustand

Analog: G stetig:

VL(m) = G[YL(m — 1), L(m — 1)]
! ! v
Ve = G(YL, L)

—

Uy — Uy x UL : Gesamter Teilwert der externen Anwéirter im
relativen Beharrungszustand
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5.3 Der Beharrungszustand

Zusammenfassung

1. Anzahl der internen bzw. externen Anwarter:
L(m) = F[L(m — 1), Zo(m)]

VC(m) =G[YL(m — 1), L(m — 1)]

Zugehorige Teilwerte:

V(m) =0cmv X L(m)

YY(m) =™ Yv x VL(m)

. Fortschreibung

Prof. Dr. Edgar Neuburger / Dipl. Math. Korbinian Meind|
285



5.3 Der Beharrungszustand

2. Beharrungszustand:

sBeharrungszustand durch Fortschreibung
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5.3 Der Beharrungszustand

3. Beharrungszustand:

£ — F(ﬁ, Z())

Y =G(YL,L)

V=v X L

Uy =V x Ug

.Beharrungszustandsgleichungen*
,Direktes Verfahren*
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5.3 Der Beharrungszustand

Anwendungsbeispiele

Beispiel 1:
Die Jahresrentenbelastung (Beharrungszustand als Zielgrofie)

Kenngrofle Rentenbelastungsindex:

R(m)
G(m)

Gesamte Rentenbelastung zum Stichtagm

r(m) =

Lohn- und Gehaltssumme zum Stichtagm

jihrliche Rentenbelastung in Prozent der Lohn- und (Gehaltssum-
me.
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5.3 Der Beharrungszustand

Es gilt:

r(m) - r fiir m — oo

Frage: Kann r als Dotierungsrahmen einer betrieblichen Alters-
versorgung herangezogen werden?

Frage: Ist r fiir die Praxis von Bedeutung?

Probleme (Offene Fragen) zur Aussagekraft von r:

1. sup,, r(m)>r 7?7 sogar
sup, r(m)>>r7?

2. d nicht zu groles m :r(m) = r ?
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5.3 Der Beharrungszustand

Anwendungen in der Praxis:

Erscheint dieser Langfristwert r als auf die Dauer tragbar, dann
bleibt das Versorgungswerk in einem gesunden Bereich (vage Aus-
sagekraft).

Fallt der Wert r zu hoch aus, dann wird das Versorgungswerk auf
die Dauer untragbar (hohe Aussagekraft).

Bem.: r ist sicherlich geeignet zum Verlgeich mehrerer (geplanter)
Versorgungswerke
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5.3 Der Beharrungszustand

Beispiel 2:

Die Jahresrentenbelastung (Beharrungszustand als Kontrollgréfle)

2.1 Der Beharrungszustand nach dem direkten Verfahren als
Probe einer Prognoserechnung

2.2 Schliissigkeit der Annahmen fiir eine Prognoserechnung
Regel: Fiihren die Modellannahmen auch im Beharrungszustand zu

einem Ergebnis, das realistisch erscheint, dann sind sie erst
recht fiir kurzfristige Aussagen realistisch.
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5.3 Der Beharrungszustand

Z.B.: Ersatz eines ausgeschiedenen internen Anwarters durch
einen 30 jahrigen neueintretenden Anwarter:

¢+ Anzahl/Alter

Altersverteilung im Beharrungszustand

Alter

20 30 EA
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5.4 SchluBbetrachtungen

1. Aussagekraft prognostizierter Absolutgréflen (z.B. Anzahl, fi-
nanzielle Grofle): ohne Angabe eines Streuungsbereichs nur Bei-
spielcharakter.

2. Aussagekraft prognostizierter Relativgrélen (Indexgréfien): mit
zunehmender Bestandsgrifle entfillt der Zufallscharakter (Va-
rianz — 0 mit zunehmender Bestandsgrofle, asymptotisch-
deterministische Groéflen)

3. Aussagekraft der Prognoseergebnisse einer einmaligen Simulati-
on eines hinreichend homogenen Bestandes ohne Angabe eines
Streuungsbereichs:

3.1 Absolutgrof3en sind reine Beispielfille
3.2 Relativgroflen stellen gute Schitzungen dar

Folgerung: Man verwende fiir zukunftsbezogene Entscheidungen
moglichst Relativgroflen
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5.4 SchluBbetrachtungen

4. Inwieweit fiihren prognostizierte Groflen, beniitzt man sie fiir
weitere Rechenginge, zu guten Schitzungen der entsprechen-
den tatsichlich zukiinftig eintretenden Werte?

Z..B.: Direkt prognostiziert werden Rentenzahlungen und Lohn-
und Gehaltssumme. Inwieweit liefert der Quotient beider
Groflen eine gute Schitzung fiir die Indexgréfie ,,Rentenzahlun-
gen in Prozent der Lohn- und Gehaltssumme*?

5. Sensitivitiatsanalyse

Abhingigkeit der prognostizierten Werte von den getroffenenen
Annahmen
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Vorsichtige Bewertung eines Rentnerbestandes
(Abschn. 7.2)

1. Zentraler Grenzwertsatz

Xr, kK € N : reellwertige unabhingige Zufallsgréfien, f.s.
gleichméflig beschrankt

EX) =: p Vk

var(X;) =: 02 > 0Vk mit lim ) of = oo
X:=) X,
k=1

Satz:
n n

X ~ N (Z Lo Z 0'2): X ist fiir grofle n asymptotisch nor-
k=1 k=1

malverteilt
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Vorsichtige Bewertung eines Rentnerbestandes
(Abschn. 7.2)

2. Bewertung eines Bestandes von Rentenverpflichtungen

R;: Rentenverpflichtung gegeniiber dem k-ten Rentner zum
Stichtag

xr: Alter des k-ten Rentners zum Stichtag
By: Erfiillungsbetrag der k-ten Rentenverpflichtung

HE — g(Bk) — Rk g,
R2
o; = var(By) = d—;[Awk(UQ) — A?Ek(fv)] > 0 Vk

B, B, ...f.s. gleichmiflig beschriankt
. 2 _ . : 2 . .
7}1_{210 ,;Uk = oo, da fiir nll_)ﬂ;lo ’;ak < oo gelten miisste:

o — 0f. k— oo
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Vorsichtige Bewertung eines Rentnerbestandes
(Abschn. 7.2)

Fiir n hinreichend grof3:

B = Z B, ist annihernd nach N (u, o?) verteilt mit

k=1
n

K= Z 225
k=1

n

2 .__ E 2
o .= O'k
k=1

Waihlt man als Riickstellung R = u = ZRkawkv so reicht sie

k=1
mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% aus, die Verpflichtung zu

erfiillen
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Vorsichtige Bewertung eines Rentnerbestandes
(Abschn. 7.2)

Eine Riickstellung in H6he von

R=p+o=>) Ray + \ > [As,(v?) — AL (v)

k=1
reicht mit einer Wahrscheinlichkeit von 84% aus.
Eine Riickstellung von R = p+ 20 reicht mit einer Wahrschein-

lichkeit von 97,7%, eine Riickstellung von R = pu+ 30 mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99,9% aus (3 o-Regel).
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Vorsichtige Bewertung eines Rentnerbestandes

Normierte Dichten

— 10000 Rentner

1000 Rentner

100 Rentner

- €98°L L
L 008° L
1 8€L°LL
1 G911
1 €L9°LL
1+ 0SS°LE
1 88t'LL
L GCh' L
L €9E° LI
L 00€ L
| 8EC' L1

\\kl GLL'LL

- ELL L

- 0S0°LE

N 88601

1 G260t
1 €980t
| 0080}
- 8€2°01
- G/9°0}
1 €19°0L
1 0SS0t
1 88¥0l
| G2yol
- €9€°01
00€‘01L

2,

o
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6 Einbettung in die Praxis
LArbeitsre(ht\iches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Arbeitsrechtliches Umfeld

Definition der betrieblichen Altersversorgung

» Zusage des Arbeitgebers an den Arbeitnehmer aus Anlass eines
Arbeitsverhaltnisses

» Leistungen bei Eintritt eines biologischen Ereignisses

» Erreichen des Pensionsalters (Ublich: 60 — 67 Jahre)
» Invaliditat (Berufs- und Erwerbsunfahigkeit, Erwerbsminderung)
» Tod (Versorgungsberechtigt z.B. Witwe(r), Waise, Lebenspartner)

» Versorgungszweck
> keine bAV bei Unterstltzung fur z.B. Arbeitslosigkeit, Krankheit



6 Einbettung in die Praxis

LArbeitsrechtliches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Arbeitsrechtliches Umfeld

Gesetzlicher Rahmen: Betriebsrentengesetz (BetrAVG)

Enthalt Rahmenbedingungen und Mindestnormen u.a. fur
Durchfihrungswege der betrieblichen Altersversorgung
Unverfallbarkeit

Abfindung

Portabilitat

Insolvenzsicherung

vV VvV v v Vv

Anpassung laufender Leistung



6 Einbettung in die Praxis

|—Arbeitsrechtliches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Arbeitsrechtliches Umfeld

Durchfihrungswege

» Unmittelbare Versorgungszusage
Unterstitzungskasse

>

» Pensionskasse
» Pensionsfonds
| 4

Direktversicherung



6 Einbettung in die Praxis

LArbeitsrechtliches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Arbeitsrechtliches Umfeld

Arbeitsrechtliche Grundlagen

vV V. vV vV vV VvV VvV VY

Arbeitsvertrag

Einzelzusage/Gesamtzusage

Betriebsvereinbarung

Tarifvertrag

Gesetz als Rechtsgrundlage flr betriebliche Altersversorgung
betriebliche Ubung

mundliche Zusage

Rechtsprechung (z.B. Gleichbehandlung)
Betriebsrentengesetz
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LArbeitsrechtliches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Arbeitsrechtliches Umfeld

Verpflichtungsinhalte

» Leistungszusage

» Gesamtversorgungszusage
» End-/Durchschnittsgehaltsplan
» Festbetragszusage

» beitragsorientierte Leistungszusage
» ,Bausteinzusage”

» Beitragszusage mit Mindestleistung

» mindestens zugesagte Beitrage, soweit nicht rechnungsmaRig
flr biometrischen Risikoausgleich verbraucht

» reine Beitragszusage (defined contribution)
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LArbeitsrechtliches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Betriebswirtschaftliches Umfeld

Bewertung von Pensionsverpflichtungen

» Jahresabschluss

» Handelsbilanz (HGB)
» Steuerbilanz (EStG)
» internationaler Abschluss (IFRS, US-GAAP)

Kostenrechnung
Unternehmensbewertung
Unternehmensplanung
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» Einfithrung und Anderung von Zusagen
» Ubertragung von Verpflichtungen
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Versorgungsausgleich
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LArbeitsrechtliches und betriebswirtschaftliches Umfeld

Betriebswirtschaftliches Umfeld

Aktuarielle Begleitung von Versorgungseinrichtungen

Kalkulation von Beitragen und Leistungen
Kontrolle der Rechnungsgrundlagen
Ermittlung der Deckungsriickstellung
Versicherungstechnische Bilanz
Uberschussverwendung

Solvabilitat

Einzelfallbetrachtungen (!)
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Rechnungsgrundlagen

Agenda

Rechnungsgrundlagen

DA
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|—Rechnungsgrundlagen

Rechnungsgrundlagen

Typische Rechnungsgrundlagen sind:

» Ausscheideordnung

» Rechnungszins

» Trendannahmen (z.B. Gehaltstrend, Rententrend)
» Sicherheitszu- oder abschlage

» Kosten
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LRechnungsgrundlagen

Arten von Rechnungsgrundlagen

» Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung

» Erwartungswert der betrachteten GroRRe
> enthalten damit keine Sicherheiten

» Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung
» vorsichtig gewahlte Rechnungsgrundlagen
> bieten aus Sicht des Unternehmens daher mehr Sicherheit, die zugesagten Leistungen
zukunftig erfullen zu kénnen
» werden zur Berechnung der Deckungsrickstellung und zur Kalkulation von Beitragen
verwendet

» Perioden- und Generationensterbetafeln
» Basistafel als Ausgangsmaterial
» Periodentafel als in die Zukunft projizierte Basistafel
» Generationentafel als geburtsjahresabhangige sukzessive Projektion der Basistafel
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LRechnungsgrundlagen

Rechnungsgrundlagen 1. Ordnung

» Biometrische Rechnungsgrundlagen
» Bertlicksichtigung der unterschiedlichen Komponenten des versicherungstechnischen
Risikos (Zufalls-, Anderungs- und Irrtumsrisiko)
> Sicherheitszuschlage oder -abschlage
> je nach zugesagter Leistungsart gibt es ein Erlebensfallrisiko bzw. ein Todesfall- /
Invaliditatsrisiko
> Bei einem Erlebensfallrisiko finden Sicherheitsabschlage Anwendung (z.B. DAV 2004 R)
> Bei einem Todesfall- / Invaliditatsrisiko finden Sicherheitszuschlage Anwendung (z.B. DAV
2001 EM oder DAV 2008 T)
> Gerade Pensionskassen und Pensionsfonds sehen jedoch haufig Leistungen vor, die nicht
ausschlieBlich mit einem reinen Erlebensfallrisiko oder einem reinen Todesfall- /
Invaliditatsrisiko verbunden sind

» Bei der Festlegung des aktuariell angemessenen Rechnungszinses wird von den
erwarteten Kapitalertragen ein Sicherheitsabschlag vorgenommen

» Bei der Festlegung von Kostenansatzen kdnnen Sicherheitszuschlage bertcksichtigt
werden
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LRechnungsgrundlagen

Biometrische Rechnungsgrundlagen - Beispiele

» private Rentenversicherung: DAV 2004 R

» Lebenserwartung eines 65-jahrigen Mannes - Geburtsjahrgang 1961: 27,6 Jahre
» Lebenserwartung einer 65-jahrigen Frau - Geburtsjahrgang 1961: 31,3 Jahre

» betriebliche Altersversorgung: Richttafeln 2005 G von Klaus Heubeck

> Lebenserwartung eines 65-jahrigen Mannes - Geburtsjahrgang 1961: 20,5 Jahre
» Lebenserwartung einer 65-jahrigen Frau - Geburtsjahrgang 1961: 24,5 Jahre

» Krankenversicherung: PKV-Sterbetafeln 2018

» Lebenserwartung eines 65-jahrigen Mannes: 22,0 Jahre
» Lebenserwartung einer 65-jahrigen Frau: 24,4 Jahre
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[ Rechnungsgrundlagen

Risikomerkmale von Ausscheidewahrscheinlichkeiten

| 2

Risikomerkmale sind Eigenschaften, die in statistisch Uberprifbarer Weise mit dem
Erwartungswert zusammenhangen

Haufig sind Ausscheidewahrscheinlichkeiten durch ein einzelnes Risikomerkmal
nicht ausreichend charakterisiert, sondern es sind gleichzeitig mehrere Merkmale
von Bedeutung (z.B. Alter und Geschlecht)

Bei der Kalkulation trifft man dann die Annahme, dass die betrachteten
Ausscheidewahrscheinlichkeiten nur von den Auspragungen der gewahlten
Risikomerkmale abhangt

Viele Eigenschaften werden allerdings gar nicht oder nur teilweise berlcksichtigt
(z.B. weil sie im konkreten Bestand nicht erfasst werden kénnen)

Auch durfen Aktuare u.U. bei der Kalkulation von Pramien nicht nach beliebigen
Merkmalen unterscheiden (z.B. Geschlecht)
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Rechnungszins

Der Rechnungszins, der fur die Kalkulation der (Deckungs-)Ruckstellungen angesetzt
wird, unterscheidet sich in den einzelnen Sparten ebenfalls deutlich:

» private Rentenversicherung: Hochstrechnungszins gemaf §4 DeckRV von 0,9 %

» betriebliche Altersversorgung

» Rechnungszins hangt stark vom gewahlten Durchfihrungsweg ab

» in der Direktversicherung analog zur privaten Rentenversicherung ebenfalls
Hoéchstrechnungszins von 0,9 %

> bei der steuerlichen Ruckstellung fir unmittelbare Pensionsverpflichtungen gemaf
§6a EStG 6 %

» Krankenversicherung: durch §4 KVAV auf 3,5 % nach oben begrenzt
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LRechnungsgrundlagen

Kosten

Die Durchfihrung des Vertrages fuhrt beim Unternehmen zu Kosten, die z.T. in der
Kalkulation berucksichtigt werden.

» Kostenarten

> Abschlusskosten (a-Kosten)
> In- bzw. Exkassokosten (3-Kosten)
» Verwaltungskosten (v-Kosten)

» Kosten werden festgelegt als

» proportionale Kosten (z.B. bezogen auf den Beitrag oder die Versicherungssumme)
> Stlckkosten
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LRechnungsgrundlagen

Rechnungsgrundlagen der Pensionsversicherungsmathematik -

Beispiele
Bewertung von Direktzusagen in der Handelsbilanz

» Grundlagen: §§ 246, 249, 253 und 254 HGB sowie die Stellungnahmen des IDW RS
HFA 28 und RS HFA 30

» Prinzip der bestmdglichen Schatzung, d.h. keine Sicherheitszuschlage

» Zins: gesetzlich vorgeschrieben und zwar als durchschnittlicher Marktzinssatz der
jeweils letzten 10 Jahre

» Trendannahmen und Fluktuation sind explizit zu bertlcksichtigen

» geeignete Bewertungsverfahren: PUC-Methode, modifizierte Teilwertverfahren oder
andere, dem Erwerb der Anrechte folgende Verfahren

» Ausscheideordnung i.d.R. Richttafeln 2005 G, z.T. in modifizierter Form

» i.d.R. kein Ansatz von Kostenzuschlagen

» Risiken bei der handelsrechtlichen Bewertung resultieren aus

> Fehlern bei der Festlegung der Rechnungsgrundlagen

» Fehleinschatzungen hinsichtlich des Umfangs der Verpflichtungen
» zufallsbedingten Schwankungen (gerade bei kleineren Kollektiven)
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[ Rechnungsgrundlagen

Rechnungsgrundlagen der Pensionsversicherungsmathematik -
Beispiele

Bewertung von Direktzusagen in der Steuerbilanz

>

Grundlagen: § 6a EStG und die einschlagigen Richtlinien und AuBerungen der
Finanzverwaltung

Bewertungsverfahren: steuerliches Teilwertverfahren ohne besondere
Beriicksichtigung der Fluktuation (stattdessen Mindestalter vorgeschrieben)

Zins: gesetzlich vorgeschriebener Rechnungszins von 6 %

Trendannahmen: Kinftige Erhdhungen sind nur einzubeziehen, wenn sie dem
Grunde und der H6he nach feststehen

Steuerliche Bewertung fuhrt damit i.d.R. zu einer deutlichen Unterbewertung der
Verpflichtungen und damit zu einer Besteuerung von fiktiven Gewinnen

Fir unterlassene Zufuhrungen gilt das Nachholverbot bis zur Beendigung des
Dienstverhaltnisses oder bis zum Rentenbeginn
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Rechnungsgrundlagen der Pensionsversicherungsmathematik -
Beispiele

Berechnung der Deckungsriickstellung bei regulierten Pensionskassen

» Rechnungsgrundlagen sind im Technischen Geschaftsplan festgelegt (nach
Genehmigung durch die Aufsicht)

» Rechnungsgrundlagen sind vorsichtig zu wahlen, um die dauernde Erfullbarkeit der
Leistungen zu gewahrleisten
> Somit Ansatz von Sicherheitszu- oder -abschlagen (z. B. bei der Ausscheideordnung)
oder Sicherheitsabschlagen (z. B. beim Rechnungszins)

» Auch Kostenzuschlage werden in der Kalkulation bertcksichtigt (i. d. R. keine
Abschlusskosten)
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Praktische Fragen der Préamien- und Reserveermittlung
I

Agenda

Praktische Fragen der Pramien- und Reserveermittiung

DA
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[ Praktische Fragen der Préamien- und Reserveermittlung

Zuordnung von Leistungen auf Alter

Die zu bewertende Verpflichtung ist i.a. nicht altersabhangig definiert. Insofern besteht
ein Zuordnungsproblem: welchem Alter ist welche Leistung zuzuordnen?

» Ruckrechnungsmethode
» dem Pensionierungsalter z wird die exakt auf diesen Zeitpunkt ermittelte Leistung
zugeordnet. Dem Alter x < z wird die Leistung zugeordnet, die der um z — x geringeren
Dienstzeit entsprecht.

» Stichtagsmethode
» Dem Pensionierungsalter z wird ebenfalls die exakt auf diesen Zeitpunkt ermittelte
Leistung zugeordnet. Einem versicherungstechnischen Alter x < z wird die Leistung zum
nachsten Geburtstag zugeordnet.
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[ Praktische Fragen der Préamien- und Reserveermittlung

Zuordnung von Leistungen auf Alter

Ist die Zuordnung der Leistungen auf ganzzahlige Alter erfolgt, so kann die
Pensionszusage nun durch - entsprechend der Komplexitat der Pensionszusage
aufgegliederte — Rentenvektoren beschrieben werden, z. B. wie folgt:

> Ri’A: Hohe der jahrlichen Rentenleistung bei Eintritt von Invaliditat (x + kK < z) und
Erreichen der Altersgrenze (x + k = 2).

> R7?": Héhe der jahrlichen Rentenleistung bei Eintritt von Aktiventod (x + k < z) und
Hohe der Anwartschaft auf Enegattenrente nach Rentnertod (x + k = 2).

> Rz’w: Hohe der jahrlichen Rentenleistung bei Eintritt von Invalidentod. Diese hangt in
der gewahlten Aufgliederung nur vom Alter (x + k < z) bei Eintritt der Invaliditat ab.
Mit Hilfe dieser Rentenvektoren kdnnen die ,(f)ﬁx unter Berucksichtigung der

Leistungshodhen wie folgt dargestellt werden:

/(f)Ex _ RiiA . I((’-“)Ei/’A + Riaw . l(:)[;a(aw + Riiw 'I(<t) [;a(iw
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LPraktische Fragen der Pramien- und Reserveermittlung

Finanzierungsverfahren

» Umlageverfahren

» Ausgabenumlageverfahren
» Rentenwertumlageverfahren

» Deckungsabschnittsverfahren

» Anwartschaftsdeckungsverfahren
Einmalbeitragsverfahren
Teilwertverfahren

modifizierte Teilwertverfahren
Projected Unit Credit Method

vvyYyVvVvy

» Kollektive Finanzierungsverfahren

> Durchschnittspramienverfahren
» Bilanzausgleichsverfahren / Bedarfsdeckungsverfahren
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[ Praktische Fragen der Préamien- und Reserveermittlung

Teilwertverfahren

_ L »a
mVx = me — Px- ax+m,nfm
L
. oB
mit Py = 5=
ax,rﬁ

wobei x das Eintrittsalter, m die seitdem abgelaufene Dauer und n die bis zur
Altersgrenze mogliche Dauer bezeichnet.

Steuerliche Besonderheiten (§ 6a EStG):

x wird bestimmt am Beginn des Wirtschaftsjahres des Eintritts, Mindestalter je nach
Zusagejahr 23, 27, 28 oder 30 Jahre. Ganzjahrig vorschissige Zahlung der Pramie, 6 %
Zins, strenges Stichtagprinzip, Schriftform
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Praktische Fragen der Préamien- und Reserveermittlung

modifiziertes Teilwertverfahren nach Engbroks

mBL — P
X

a3
X

" imn—m
p{m)

v LBE
- =
am + V™ @y maTm

wobei x das Alter zu Beginn des Wirtschaftsjahres des Eintritts, m die seitdem
abgelaufene Dauer und n die bis zur Altersgrenze mogliche Dauer bezeichnet
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[ Praktische Fragen der Préamien- und Reserveermittlung

Projected Unit Credit Methode

>

-m
k m_ () 7
v kpx+m'm+l< m+kL
k=0

Anmerkungen:

m=20,1,...,n

» Die vorstehende Formel gilt fir eine Leistungszusage. Die Leistungen werden als
linear Uber die bis zum Versorgungsfall mogliche Dienstzeit erdient unterstellt.

» Passend zur Definition der ¥ L, wurde in dieser Darstellung m%rk mit ganzzahligen

m+k

Werten m und m + k bestimmt. In der Praxis wird m + k i. d. R. passend zum
Verfahren der Anspruchszuordnung auf den Bewertungsstichtag ermittelt (z. B.

+/<+1 furm+k < n).



